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Avant — Propos

Ce support d’enseignement a distance de Mathématiques destiné aux éléves des classes
de Premiére S de 'Enseignement Secondaire Général au Tchad a été congu dans le cadre
du programme de Soutien Scolaire Intégré (SSI) mis en place par TECHNIDEV. Toutes
propositions tendant a 'amélioration du document seront les bienvenues.

Bonne lecture
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Chers éléves, enseignants, parents et parties prenantes de 1'école tchadienne,
Conformément au protocole d’accord de partenariat du 02 septembre 2016 ayant pour
objet le renforcement des capacités en technologies de l'information et de la
communication dans les établissements secondaires, liant I'Etat Tchadien représenté
par le Ministére de I'Education Nationale et de la Promotion Civique (MENPC) et
I'Institut TECHNIDEV, ce dernier est amené a expérimenter des approches innovantes
intégrant le numérique et visant a améliorer l'efficacité interne du systéme éducatif
tchadien. Le résultat attendu de cette convention (MENPC/ TECHNIDEV) étant I'acces a
une éducation et la réussite pour tous.

C’est dans ce cadre que le programme Soutien Scolaire Intégré est développé et mis en
ceuvre par TECHNIDEV, avec pour objectif de :

- Prendre en charge tous les éléves en difficultés scolaires dans une discipline inscrite
au programme officiel et ce, conformément au niveau de I'éléve ;

- Contribuer a améliorer les notes en classe de tous les éleves bénéficiaires ;

- Contribuer a assurer le passage en classe supérieure de tous les éleves
bénéficiaires ;

- Contribuer a améliorer le taux de réussite au BAC de tous les candidats
bénéficiaires ;

- Contribuer au maintien des filles a I’école.

TECHNIDEYV tient a exprimer ses remerciements aux cadres du MENPC, aux partenaires
(ECW et UNICEF), les experts, les inspecteurs, les enseignants et les animateurs
pédagogiques et a toutes celles et tous ceux qui ont contribué d’élaboration de ce guide.
Le présent guide pédagogique décline les stratégies d'une prise en charge de I'éleve
soucieux de la qualité de son éducation et de sa réussite, adhérant au projet et
respectant les conditions spécifiques de sa mise en ceuvre.

L’enseignant, spécialisé en techniques d’évaluation et de remédiation et en éducation
par le numérique, dispose d’'un outil lui permettant d’agir avec une méthode axée sur les
résultats en terme de développement des compétences des éléves.

Pour les parents, c’est un instrument de suivi quotidien des activités d’apprentissage de

I'enfant par rapport a la progression dans le programme.




J'invite les éleves, les enseignant (e)s et les parents a une exploitation judicieuse de ce
guide pour une contribution efficace dans la mise en ceuvre de programmes de Soutien

Scolaire Intégré (SSI) et partant, la redynamisation de 1'école tchadienne.

KHALID FADOUL DOUTOUM

Directeur Général de TECHNIDEV




INTRODUCTION

Le présent guide a été réalisé dans le cadre de programme de Soutien Scolaire Intégré
(SSI) mis en place par TECHNIDEV. Une équipe pluridisciplinaire constituée
d’inspecteurs, d’animateurs pédagogiques et d’enseignants a contribué a son
élaboration.

Ce guide, destiné principalement aux enseignants et aux éleves, a pour but de contribuer
a l'amélioration et le renforcement des capacités de 1'éléeve et ce, d’abord par
1”identification de ses difficultés suivi un accompagnement stratégique basé sur une
approche par compétences. Il s’adresse aux éleves du CM a la Terminale et s’appesantit
principalement sur les matieres fondamentales que sont le Frangais et les
Mathématiques. Chaque Guide traite un trimestre spécifique conformément au
programme de I’enseignement proposé par le Ministére de 'Education Nationale et de la
Promotion Civique du Tchad.

Dans ce contexte, le guide met en évidence les principales compétences jugées
incontournables pour la réussite de I’éléve et suggere aux enseignants des stratégies et
méthodologies appropriées pouvant servir a mettre en place une meilleure prise en
charge individuelle de I'éleve.

Dans son architecture, le guide présente de la maniére suivante :

Partie 1 (destinée en premier lieu a l'enseignant) : La Fiche de programmation
trimestrielle, la Fiche de Progression et la Fiche de développement de compétences du
trimestre mis en exergue par ledit Guide ainsi qu'un chronogramme de prise en charge
individuelle de I'éléve par 'enseignant.

Partie 2 (destinée aux éleves) : Elle déroule les différentes compétences que I'éleve doit
développer, ainsi que des épreuves et applications favorisant l'acquisition de ces
compétences. Des tableaux d’évaluation des éléves sont consacrés a la fin de chaque

épreuve.
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Partie destinée a I'enseignant

FICHE DE PROGRAMMATION ANNUELLE

Trimestres CB1 CB2 CB3
& Chapitre1: Fonctions numériques | ® Chapitre 1: Applications & Chapitre 1 : Calculs barycentriques
d’une variable réelle : généralités - Chapitre 2: Equations, inéquations du | ® Chapitre 2 : Vecteurs de I'espace
& Chapitre2: Limites, continuité et second degré dans R et Systéme | ® Chapitre 3: Etudes analytiques des
Trimestre |
dérivation d’équations linéaires dans R? et R3 droites, cercles et plans
& Chapitre 4 : Trigonométrie et fonctions | ® Chapitre 3 : Lois de composition interne | ® Chapitre 4 : Les angles
circulaires # Chapitre 4 : Analyse combinatoire & Chapitre 5 : Homothétie
Trimestre I
& Chapitre 5 : Suites numériques & Chapitre 6 : Isométries
& Chapitre 6: Etudes de quelques | ® Chapitre5 : Statistiques & Chapitre 8 : Similitude
Trimestre III
fonctions &

Chapitre 9 : Espace vectorielle




OBJECTIF INTERMEDIAIRE D’ INTEGRATION
Au terme de la classe de 1¢r¢ S/E, I’éléve doit pouvoir résoudre des situations- problemes

significatives permettant de mobiliser et de renforcer les connaissances mathématiques
antérieures, de développer les capacités d’expérimentation et de raisonnement,
d’imagination et d’analyse dans des contextes variés et transversaux.

1re S/E: CB1 : Analyse

Au terme de la classe de premieére S/E, I'éleve doit pouvoir résoudre des situations-
problemes significatives faisant intervenir

les fonctions d’une variable réelle, les suites numériques et la trigonométrie.

1re S/E: CB2 : Algébre -Statistiques et dénombrement

Au terme de la classe de premieére S/E, 'éleve doit pouvoir résoudre des situations-
problemes significatives faisant intervenir les calculs dans R; les séries statistiques;
I’analyse combinatoire et les applications.

1re S/E: CB3: Géométrie

Au terme de la classe de premieére S/E, I'éleve doit pouvoir résoudre des situations-
problémes significatives faisant intervenir la géométrie dans le plan et la géométrie dans

I’espace.




Fiche de programmation horaire du 1° trimestre




FICHE DE PROGRESSION DU 1 TRIMESTRE

Trimestre | Période Contenus
CB 1: Analyse CB 2 : Algebre-Statistique-Probabilité CB3
1er Octobre - Fonctions numériques d'une | - Applications - Calculs barycentriques
au variable réelle : généralités - Vecteurs de I'espace
10
Novembre
1
- Limite, continuité et | - Equations, inéquations du second | - Etudes analytiques des droites,
11 dérivation degré dans R et Systéme d’équations cercles et plans
Novembre linéaires dans R? et R3
au
31Décembre




Compétence de Base 1

Les modules d’intégration en mathématiques en classe de Premiére S/E Premier trimestre

Premiére S/E-CB1: L’éleve doit pouvoir résoudre des situations-problemes significatives qui mettent en ceuvre les fonctions numériques d’'une variable

réelle : les généralités, limites, continuité et la dérivation.

Objectifs d’apprentissage (Ressources)

Savoirs

Savoir-faire

Activités suggérées

- Fonctions numériques

variable réelle : généralités

d’une

Définir une fonction numérique.

Déterminer I'’ensemble de définition puis étudier la
parité, la périodicité et en déduire I'ensemble
d’étude de fonctions.

Effectuer les opérations sur les fonctions.
Comparer deux fonctions numériques.

courbes

Construire les représentatives des

fonctions associées a une fonction f:x - f(x—a) ;
x> f(x)+b 5 x5 =f(x) ; x o IE00l 5 x5 f(=x)

x v f(kx).
Déterminer le prolongement par continuité d’une
fonction en un point.

Déterminer les éléments de symétrie (centre ou

Définition d'une fonction numérique.

Détermination de l’ensemble de définition puis
étude de la parité, de la périodicité et déduction de
I'ensemble d’étude de fonctions.

Opérations sur les fonctions.

Comparaison de deux fonctions numériques.
courbes des

Construction des représentatives

fonctions associées a une fonction f:x - f(x-a);
x> f(x)+b ;x> —f(x) 5 x > Ife)l 5 x B f(=x)

x e f(kx).
Détermination du prolongement par continuité
d’une fonction en un point..

Détermination des éléments de symétrie (centre ou




axe de symétrie) d'une courbe.
Déterminer les extrema (minimum, maximum,

minorant, majorant) d’une fonction.

axe de symétrie) d'une courbe.
Détermination des extrema (minimum, maximum,

minorant, majorant) d’une fonction.

Limite, continuité et dérivation

> Limite

> Continuité

Déterminer la limite d’'une fonction en un point, en
+o0 et en — co.

Calculer la limite d’'une fonction f en un nombre
Xo(éventuellement a gauche, a droite) en+ oo,
en— oo en utilisant les théoremes de comparaison

et les opérations sur les limites.

Etudier la continuité d'une fonction en un nombre
Xo-

Utiliser les théorémes admis sur la continuité.
Déterminer le prolongement par continuité d'une

fonction en un nombre x.

Définir une fonction dérivable en un nombre x,.

Détermination de la limite d'une fonction en un
point, en +00 et en — oo,

Calcul de la limite d’'une fonction f en un nombre
Xo(éventuellement a gauche, a droite), en+ oo, en —
oo en utilisant les théoremes de comparaison et les
opérations sur les limites.

Utilisation des théorémes de comparaison et des
opérations sur les limites pour calculer la limite
d’une fonction.

Etude de la continuité d'une fonction en un nombre
Xo-

Utilisation des théorémes admis sur la continuité.
Détermination du prolongement par continuité

d’une fonction en un nombre x,.

Définition d’'une fonction dérivable en un nombre

Xo-




> Dérivation

Utiliser la définition pour démontrer qu’une
fonction est dérivable en un nombre x,.

Calculer le nombre dérivé (éventuellement a
gauche, a droite) d’'une fonction en un nombre x,.
Déterminer l'approximation affine locale d'une
fonction en un nombre x,,.

Etudier la dérivabilité de la somme, du produit, du

quotient et d’'une fonction associée a une fonction.

Etudier le sens de variation d’'une fonction en
utilisant sa dérivée.
Déterminer les extrema d’une fonction en utilisant

sa dérivée.

Utilisation de la définition pour démontrer qu'une
fonction est dérivable en un nombre x,.

Calcul du nombre dérivé (éventuellement a gauche,
a droite) d’'une fonction en un nombre x.
Détermination de I'approximation affine locale
d’une fonction en un nombre x,.

Etude de la dérivabilité de la somme, du produit, du
quotient et d'une fonction associée a une fonction.
Etude du sens de variation d'une fonction en
utilisant sa dérivée.

Détermination des extrema d'une fonction en

utilisant sa dérivée.




Compétence de Base 2

Premiere S/E-CB2: L’éleve doit pouvoir résoudre des situations-problemes significatives qui mettent en ceuvre les applications, les équations et

inéquations du second degré dans R, les Systémes d’équations linéaires dans R? et R3.

Objectifs d’apprentissage (Ressources)

Savoirs

Savoir-faire

Activités suggérées

Les applications

Définir une application injective, surjective et

bijective.

Définir et calculer la réciproque d’une

application bijective.

Composer des applications.

Déterminer la restriction, le prolongement d'une
application.
- Déterminer I'image directe et 'image réciproque

d’'un ensemble par une application.

Définition d’'une application :
. injective ;
. surjective ;
. bijective.
- Définition et calcul de la réciproque d'une
application bijective.
- Composition des applications.
- Détermination de la restriction, du prolongement
d'une application.
- Détermination de l'image directe et de I'image

réciproque d'un ensemble par une application.

- Equations, inéquations du second

degré dans

- Résoudre les équations et inéquations du second

degré.

- Résolution des équations et inéquations du

second degré.




d’équations linéaires dans R? et
R3
» Equations, inéquations du

second degré dans R

» Systéme d’équations

linéaire dans R? et R3

Résoudre des problémes se ramenant aux
équations et inéquations du second degré.
Résoudre quelques exemples simples
d’équations et d'inéquations irrationnelles.
Résoudre des systémes d’équations linéaires
dans R%et R3.

Résoudre des problémes se ramenant aux

systémes d’équations linéaires dans R? et R3 .

Résolution des problémes se ramenant aux
équations et inéquations du second degré.
Résolution de quelques exemples simples
d’équations et d’'inéquations irrationnelles.
Résolution des systémes d’équations linéaires
dans R? et R3.

Résolution des problémes se ramenant aux

systémes d’équations linéaires dans R? et R3 .




Compétence de base 3

Premiére S/E-CB3 : L’éleve doit pouvoir résoudre des situations-problémes significatives qui mettent en ceuvre les calculs barycentriques, les vecteurs de

I'espace et I'étude analytique des droites, cercles et plans.

Objectifs d’apprentissage (Ressources)

Savoirs

Savoir-faire

Activités suggérées

- Calculs barycentriques

- Définir le barycentre (d’isobarycentre) de deux,
trois ou quatre points pondérés.
- Construire le barycentre de deux ou trois points
pondérés.
- Reconnaitre un barycentre a travers une égalité
vectorielle.
- Utiliser le théoréme de barycentre partiel.
- Résoudre le probleme d’alignement et de concours
en utilisant le barycentre.
- Calculer les coordonnées barycentriques.
- Utiliser le barycentre pour réduire une somme
vectorielle.
- Utiliser le produit scalaire dans le plan pour
déterminer la ligne de niveau des applications :
M +— MA? + MB?
M — MA? — MB?

- Définition du barycentre (d’isobarycentre) de deux,
trois ou quatre points pondérés.

- Construction du barycentre de deux ou trois points
pondérés.

- Reconnaissance d’'un barycentre a travers une
égalité vectorielle.

- Utilisation du théoreme de barycentre partiel.

- Résolution du probleme d’alignement et de
concours en utilisant le barycentre.

- Calcul des coordonnées barycentriques.

- Utilisation du barycentre pour réduire une somme
vectorielle.

- Utilisation du produit scalaire dans le plan pour

déterminer laligne de niveau

M — MA? + MB?




M +— aMA? + bMB?
M — MA? — MB?
M — AMAB

M — MAMB
MA

M— —

MB

M — MA? — MB?
M — aMA? + bMB?
M — MA? — MB?
M — AMAB
M — MAMB

MA

M —

MB

Vecteurs de I'espace

Repérer un point dans I’espace.

Utiliser I'outil vectoriel pour démontrer le
parallélisme d'une droite et d'un plan et le
parallélisme de deux plans.

Caractériser vectoriellement le barycentre de
points pondérés de 'espace.

Reconnaitre le barycentre d’'un systéme de points
pondérés a partir d'une égalité vectorielle.
Démontrer que deux vecteurs ou des points sont
coplanaires.

Représenter une base, un repére de I’espace.
Représenter des points, des vecteurs, des droites
dans un repeére orthonormé de I'espace.

Calculer un produit scalaire dans une base

Repérage d’un point dans I'espace.

Utilisation de l'outil vectoriel pour démontrer le
parallélisme d'une droite et dun plan et le
parallélisme de deux plans.

Caractérisation vectorielle du barycentre de points

pondérés de I'espace.




Orthogonalité dans I'espace

Etudes analytiques des droites,

cercles et plans

orthonormée de I'espace.

Calculer la distance de deux points de I'espace.

Déterminer des droites orthogonales dans I'espace.
Déterminer des droites et des plans orthogonaux.
Caractériser une droite orthogonale a un plan.
Déterminer des droites et des plans
perpendiculaires.

Projeter orthogonalement un point, une figure
simple sur une droite ou un plan.

Déterminer des lieux géométriques.

Déterminer la représentation paramétrique d'un
cercle dans le plan.

Ecrire une équation cartésienne de droites et de
plans de I'espace.

Donner une représentation paramétrique des
droites et des plans de I'espace.

Calculer la distance d'un point a un plan de
I'espace.

Déterminer le vecteur normal d'un plan.




Etudier le parallélisme de droites et de plans.

Etudier analytiquement I'orthogonalité de droites
et de plans de I’espace.
Utiliser le produit scalaire pour démontrer qu'une

droite et un plan sont orthogonaux.

- Utiliser le produit scalaire pour démontrer que

deux plans sont perpendiculaires.




Reconnaissance du barycentre d'un systeme de
points pondérés a partir d'une égalité vectorielle.
Démonstration de la coplanarité de deux vecteurs
ou des points.

Représentation d’'une base, d'un repere de I'espace.
Représentation des points, des vecteurs, des
droites dans un repere orthonormé de I'espace.
Calcul du produit scalaire dans une base
orthonormée de I'espace.

Calcul de la distance de deux points de I'espace.
Détermination des droites orthogonales dans
'espace.

Détermination des droites et des plans
orthogonaux.

Caractérisation d’'une droite orthogonale a un plan.
Détermination des droites et des plans
perpendiculaires.

Projection orthogonale d'un point, d'une figure
simple sur une droite ou un plan.

Détermination des lieux géométriques.

Détermination de la représentation paramétrique




d’un cercle dans le plan.

Ecriture d’'une équation cartésienne de droites et
de plans de I’espace.

Représentation paramétrique des droites et des
plans de I’espace.

Calcul de la distance d'un point a un plan de
I'espace.

Détermination du vecteur normal d’un plan.

Etude du parallélisme de droites et de plans.

Etude analytique de 'orthogonalité de droites et de
plans de I’espace.

Utilisation du produit scalaire pour démontrer
'orthogonalité d’une droite et d'un plan.

Utilisation du produit scalaire pour démontrer la

perpendicularité de deux plans.




PARTIE DESTINEE A L’ELEVE
FICHE DE DEVELOPPEMENT DES COMPETENCES

Orientations :

1. Suivre minutieusement les horaires des séances de développement des compétences prévues F
dans I'emploi du temps ; #
Exploiter par ordre les fiches de développement des compétences ;

Traiter dans I'ordre les exercices en lien avec chaque compétence ;

Relever toutes les difficultés rencontrées lors du traitement des exercices ;

Participer aux séances de développement de compétences (Call Center) ;

Noter tous les conseils et orientations des enseignants.

o LA LN




Lecons de la compétence de base 1 du premier trimestre

Lecon : Fonctions numériques d’une variable réelle : généralités
SEQUENCE 1

Définition d'une fonction numérique a variables réelles
Objectif
Définir une fonction numérique
Définition
A et B sont deux parties de R.
Une fonction numérique a variables réelles f est une relation qui a chaque élément x de
l'ensemble de départ A associe au plus un élément y = f(x) de I'ensemble d’arrivée B.
X est appelé antécédent de y = f(x) par f ety = f(x) est Iimage de x par £
Une fonction numérique a variables réelles f peut étre définie par :
— une formule explicite.
Exemples
1) AFR—> R
x-flx)=2x+1
2) gx)=Vx-2
— untableau de valeurs.

Exemple

x(0(1]12]34

ylol[1][49]16

— une représentation graphique dans un repére (0, 1, ]).

Exemple =




SEQUENCE 2

Ensemble de définition d’'une fonction numérique a variables réelles

Objectifs

Déterminer 'ensemble de définition d'une fonction numérique a variables réelles
Définition

fest une fonction de R versR.

Les réels x pour lesquels on peut calculer f(x) constituent un ensemble appelé ensemble

de définition ou domaine de définition de la fonction f noté Dy.

Lorsque pour tout x élément deDy, — x appartient aussi aDy, on dit que Dgest
symétrique par rapport a 0.

Remarque

Pour les fonctions :
_A®)
- fx)= By
f(x) existe si et seulement si B(x) # 0.

- f{x) =\A(x),

f{x) existe si et seulement si A(x) = 0.

Exemples

Déterminons le domaine de définition de chacune des fonctions suivantes :

1) fix)= .

f{x) existe si et seulementsi x? — 1 # 0 c'est-a-dire (x- D)(x+ 1)# 0

x+3
2-1

ox-1#0etx+1+0

ox+letx+ —1.
Dy =R\ {1; =1} =]-o0; - 1[U]-1; 1[U]1; 4oo].
Comme pour tout x élément de Dy, —xappartient aussi a Dy, Dy est symétrique
par rapporta 0.

2) fx)=x+2
f(x) existe si et seulement si x + 2> 0 c’est-a-dire x> —2
De=-2, 4o .

Dy n’est pas symétrique par rapport a 0.




SEQUENCE 3
Parité d'une fonction numérique a variables réelles
Objectifs
Etudier la parité d’'une fonction
Parité
fest une fonctionde R versR, Dy son domaine de définition.
a) festpaire si:
— Dy est symétrique par rapporta 0 ;

— pour tout x de Dy, f(— x) = f(x).

NB: Dans un repeére (O, I, ]J), la courbe représentative d’'une

fonction paire est symétrique par rapport a I'axe (O, ]) des

ordonnées.

Exemple
On donne f{x) = x .
On sait que Dy = R et pour tout xeR, —xeR.
Puis, f(—x) = (- x)?
=xZ =f(x)

fest donc paire.

b) festimpaire si :
— Dy est symétrique par rapporta 0 ;

— pour tout x de Dy, f(— x) = - f(x).

NB: Dans un repére (O, I, J), la courbe

représentative d'une fonction impaire est 2
symétrique par rapport a I'origine O du repere.

Exemple

On donne f(x) = x3.




On sait que Dy = R et pour tout xeR, —xeR.
Puis, f{(-x) = (- x)?
=-x =—-f(x)

f est donc impaire.

SEQUENCE 4

Périodicité d'une fonction numérique a variables réelles

Objectif

Etudier la périodicité d’'une fonction numérique a variables réelles

Périodicité

Soit f une fonction définie sur Dr et T un réel strictement positif. f est périodique, de
période T si et seulement si :

pour tout élément x de Dr x+T appartient a Dret {(x+T) = f(T).

NB: Dans un repere (O, I, ]), la courbe représentative d'une fonction périodique, de

période T est invariante par toute translation de vecteur KT7 ot k est un entier relatif et

7= 0I.
Exemple

On donne f{(x) = cosx.

Etudions la parité de £

On sait que la fonction cos est définie sur R et pour tout x réel, x + 2n est aussi réel et
cos(x+ 2m) = cosx = f(x).

La fonction cosinus est donc périodique de période 2.

1
[J%)
'°|=1
-I\D
>



Remarque

L’étude de la parité ou de la périodicité d’'une fonction permet de réduire son ensemble
de définition en un ensemble plus petit appelé ensemble d’étude dans lequel on étudie
cette fonction et on compléte I'étude soit en utilisant les éléments de symétrie ou une

translation de vecteur.

SEQUENCE 5

Comparaison de fonctions numériques a variables réelles

Objectifs

Comparer des fonctions numériques a variables réelles

Vocabulaire et notation

fet gétant deux fonctions numériques définies sur un méme intervalle E, fest inférieure
a gsur E signifie que pour tout xélément de E, f{x) < g(x).

On écrit f< gsur E.

Maximum, minimum

Soit E un intervalle de R et fune fonction définie sur E.

- Soit o un élément de E. On dit que f présente en o un maximum égal a f{a) sur E,
si et seulement si, pour tout réel x contenu dans E, f(x) < f(a).
- Soitf un élément de E. On dit que f présente en [} un minimum égal a f(f3 ) sur E,

si et seulement si, pour tout réel x contenu dans E, f(x) = f{B).
Fonction majorée, minorée, bornée
Soit E un intervalle de R et fune fonction définie sur E.

— Soit M un élément deR. On dit que f est majorée sur F par M si et seulement si

pour tout réel x contenu dans E, f{(x) < M.




fest majorée par M sur [a ; b)

(‘Gl) est « au-dessous » de la
droite d'équation y = M.

— Soit m un élément deR. On dit que f est minorée sur E par m si et seulement si

pour tout réel x contenu dans E, f(x) = m.

fest minorée par m sur [a ; b)

(‘ﬁ/) est « au-dessus » de la droite
d'équation y = m. [

— festbornée sur E si et seulement si fest, a la fois, majorée et minorée sur E.

©p
Q’\j
, .

(‘G/) est « entre » les droites
d'equations y = m et y = M.

3 Op- =

On dit que m est un minorant de fsur E et M est un majorant de fsur E.

Remarque

Une fonction est positive (respectivement négative) sur un intervalle E si elle admet 0
pour minorant (respectivement 0 pour majorant) sur E.

La représentation graphique d’une fonction positive (respectivement négative) est au-

dessus (respectivement en-dessous) de I'axe des abscisses.

Fonctions égales

Définition

Deux fonctions f et g sont égales si et seulement si :
— fetgont méme ensemble de départ et méme ensemble darrivée ;
— fetgont méme domaine de définition D ;

— pour tout x élément de D, f(x) = g(x).




Restriction, prolongement d’une fonction

On donne f{x)=+/|x| —2 et g(x)=Vx — 2.

a) Détermine les domaines de définition Dy de fpuis D, de g

b) Donne l'expression de f{x) dans chacun des deux intervalles dont I'union forme
Dy.

¢) Laquelle des deux fonctions fet g admet - elle une courbe représentative qui

contient celle de I'autre.

d) Conclus.

Définition
On donne une fonction f définie de F vers F et E’ une partie de E.
— On appelle restriction de la fonction fa E’la fonctiong :E — F
x> g(x) = f(x)

— La fonction fest alors appelée le prolongement de la fonction g a E.

SEQUENCE 6

Opérations sur les fonctions

Objectifs

Faire des opérations avec les fonctions numériques
Propriétés

fet g étant deux fonctions de domaines de définition respectifs Dy et Dy, on retiendra les

résultats suivants :
Notation | Ensemble de définition Formule explicite
Somme | f+g DsDy f+8E)=1x) +8(x)
Produit | fxg DDy (fxg)(x)=f(x) xg(x)
Quotient | f | (DynDy) \ {x/ g(x) = 0} (i ) (x) = f&)
g Y g(x)
Remarques

On définit aussi les fonctions suivantes :

— produit d’'une fonction par unréel k: (kf) (x) = kx(f (x)), avec Dys = Dy ;

— puissance n®*™¢( neN*) d’une fonction : (f™)(x) = [f(x)]", avec Dgn = Dy ;




— inverse d’une fonction (}%) (x) = %, avec D1 = Dy \ {xeR/ f(x) = 0};
f

— racine d’'une fonction : (\/?) (x)=+/f (x), avec D ;7= Dy \ {xeR/f(x) > 0}.

SEQUENCE 7

Fonctions associées

Objectifs

Déduire les courbes représentatives des fonctions associées a une fonction f: x+——

f(x),; x—1f(—x); x— |f(x)| de celle de f.

NB : Dans ce paragraphe, on admettra que le plan est muni d’'un repere orthogonal (O, I,

)2

On désigne par fune fonction, (cs) sa représentation graphique, a et b deux nombres

réels.

Les fonctions x+—— f(x); x—f{—x),x—flkx) (k €R}); x— |f(x)|, x— f(x- a);

x> f{(x) + bsont appelées des fonctions associées a la fonction £

L’objet de ce paragraphe est de montrer comment les courbes représentatives des

fonctions associées a A se déduisent de celle de fnotée (cf).

Fonctions x+— - f{x) et x+— f{(—x)
Propriétés

Le plan est muni d’un repére orthonormé (0, 1, J).

— La courbe représentative de la fonction x— — f(x) se déduit de celle de f par la
symétrie orthogonale d'axe (OI).
— La courbe représentative de la fonction x— (- x) se déduit de celle de f par la

symétrie orthogonale d'axe (0)).




Fonctions x— |f(x)|

Propriété

Dans un repére orthogonal (0, 1, ]) la courbe représentative de la fonction g : x+— |f (x)]|
est la réunion des parties des courbes d’équations respectives y = f(x) et y = — f(x)

situées au - dessus de l'axe (OI).

Exemple

On donne g(x) = |2x — 5|. 5
Pour représenter la courbe représentative de la
fonction gdans un repére orthogonal (O, I, ]), on trace
les droites (D;) et (D) d’équations respectives y = Zx
-Sety=-2x+5.

La courbe représentative de la fonction g est la -

réunion de deux demi - droites situées au - dessus de _ o

(o).

SEQUENCE 8

Fonctions associées

Objectif

Déduire les courbes représentatives des fonctions associées a une fonction f :

x—1f(kx) (k eR}); x+—f(x—a),; x—1f(x) + bde cellede f.

Fonction x+— f{kx) (ksR%)
Cas général

De maniére générale, si g(x) = f(kx),; (k €R}), un point M(;‘/ ) appartient a la courbe
(C¢) représentative de f équivaut a dire que le point M ()E/) appartient a la courbe (Cy).

On obtient donc la courbe (Cy) représentative de la fonction g(x) = f(kx) ; (k eRY}) :
— parétirement de (C¢) siO<k<1;

— par contraction de (Cy) si k> 1.




Fonctions x+— f{(x—a),; x—1f{(x) + b
Propriétés
fest une fonction, (Cy) sa représentation graphique dans un repére (0, 1, ).
— La courbe représentative (C’) de la fonction x— f(x— a) se déduit de (Cy) par la
translation de vecteur a0Ol.
— La courbe représentative (C”) de la fonction x— f(x)+ b se déduit de (Cy) par la
translation de vecteur bﬁ]).
— La courbe représentative de la fonction x— f(x - a)+ b se déduit de (C¢) par la

translation de Vecteurﬁ(l‘j).

Exercices
1) Ondonne g(x)= —gxz +4x-4.
a) Mets g(x)sous sa forme canonique.
b) En considérant la fonction £: x— —%xz, déduit la représentation graphique

de ga partir de celle de £ Conclus.

Remarques
De maniére générale,

— la courbe représentative de la fonction f: x— ax?+ bx+ c (a # 0) est une

4ac—b?

parabole. En effet pour tout xréel, ona: f{x)=a(x + 2%)2 t—

. . . b
— la courbe représentative de la fonction £: x— Z;C:d(ci 0 et ad - bc# 0) est une
hyperbole.
, crps —-d a k N bc—-ad
En effet pour tout xréel différent de —ona: f(x)= —t—3 ou k= =
X+ =
c

Exercices

1) On donne f{x) = 2x? + 4x + 3. Aprés avoir donné la forme canonique de fx),
déduis la courbe représentative de fa partir de celle de
la fonction x— x2.

2) Dans un repere orthogonal (O, I, ]), trace la représentation graphique de la

fonction g définie par: g(x) =

3x—-2
x—




SEQUENCE 9

Eléments de symétrie d’'une courbe (Axe de symétrie)

Objectifs

Déterminer et utiliser 'axe de symétrie pour représenter graphiquement une fonction.

NB: Le plan étant rapporté a un repere orthonormal (O, I, J), on désigne par (Cr)la

représentation graphique de la fonction £

Axe de symétrie paralléle a I'axe des ordonnées

Soit aun réel.
Deux points M(;) et M'(;f:) sont symétriques par rapport a la droite (A)
d’équation x = asi le point A(g) de I’axe des abscisses est milieu du segment [xx] c’est-a-
dire que a= % ex’'=2a-x(1)
Et comme M et M’ sont symétriques par rapporta x =a, y =y’ (2).
. . X W xr o
(Det (2) permettent de dire que deux points M(y) et M (y,)sont symétriques par

\ . 'z . . (x'=2a+x
rapport ala droite (A) d’équation x = a si et seulement si {y' —y

Cas général

a étant un réel, f une fonction D; son domaine de définition et (Cr)sa courbe
représentative dans un repére (O, I, ]).
(Cr)admet la droite (A) d’équation x = a comme axe de symétrie si et seulement si:

{pour tout x deDy , 2a — x appartient aDy
etf(2a—x) = f(x)




Remarque
Pour montrer que la droite (A) d’équation x = a est un axe de symétrie de la courbe
représentative d’'une fonction £ on peut aussi procéder a un changement de repére de

fagon a obtenir dans ce nouveau repere une équation de (Cy) de la forme ¥ = g(X) et

vérifier que gest une fonction paire.

Exercice

2 5 . . .
On donne f(x) = %. Montre que la courbe représentative de la fonction fadmet la

droite d’équation x =— 2 pour axe de symétrie.

SEQUENCE 10

Eléments de symétrie d’'une courbe (Centre de symétrie)

Objectifs

Déterminer et utiliser le centre de symétrie pour représenter graphiquement une
fonction.

Centre de symétrie
aet bsont deux réels. Deux points M(;) et M(;:) sont symétriques par rapport au point

x'=2a—x

ay .: :
A(b) si et seulement Sl{ y' =2b—y

Cas général

a et b étant un réel, fune fonction D son domaine de définition et (Cy) sa courbe
représentative dans un repére (O, I, ]).
(Cr) admet le point A(Z) pour centre de symétrie si et seulement si :

{pour tout x deDy , 2a — x appartient aDy
et f(2a —x) =2b — f(x)




Remarque

Pour montrer que le point A(Z) est centre de symétrie de la courbe représentative d’'une
fonction £ on peut aussi utiliser le repére (A, 7,7). On forme alors

I'équation ¥ = g(X) de (Cr)dans ce nouveau repere et vérifier que g est une fonction

impaire.

Lecon : Limite, continuité et dérivation
SEQUENCE 11

Limite en +oo eten —oo
Objectif
Déterminer la limite infinie ou finie d’'une fonction en + oo ou en — oo
Notion intuitive de la limite
Limite en —co ou + o0
Limite infinie en —oo ou +
Vocabulaire et notation
f est une fonction définie pour des plus petites valeurs de x (—x) ou des plus grandes
valeurs de x (+).
— Sil'on peut rendre f(x) aussi grand que I'on veut en choisissant x suffisamment

grand, on dit que f(x) tend vers + « quand x tend vers + « et on note :

limZ®

X— +o0

+00) ».

= + . « On lit: la limite de f(x) quand x tend vers +oco est égale a

— De méme, si l'on peut rendre f(x) aussi négative (mais infiniment grand en
valeur absolue) que l'on veut en choisissant x négatif (mais infiniment grand en
valeur absolue), on dit que f(x) tend vers —o quand x tend vers —x et on note :
lim}C(ﬁLO =—o0, « On lit: la limite de f(x) quand x tend vers +co est égale a +0) ».

Limite finie en —o0 ou +0©

Vocabulaire et notation

g est une fonction définie pour des plus petites valeurs de x (—») ou des plus grandes
valeurs de x (+x) etx, une valeur réelle donnée.

— Si l'on peut rendre f(x) plus proche dey, en choisissant x suffisamment grand

(+x), on dit que f(x) tend versy, quand x tend vers + © et on note :

limjf(_x))Jroo =yq-




— De méme, si l'on peut rendre f(x) plus proche devy, en choisissant x
suffisamment petit (— ), on dit que f(x) tend versy, quand x tend vers —» et on

note :

lim}C(—x)—oo =Yo-

SEQUENCE 12

Limite des fonctions élémentaires en +o et en —co

Objectifs

Déterminer la limite des fonctions élémentaires en + o et en — oo
Limite en —o ou + des fonctions élémentaires

On admet les résultats suivants.

- fx)=k

iml®_ =ketlim!Y, =k
- fx)=x

lim,C(_x))_oO =—00 «s'z“lim,}:(_x,)+oO =+ oo,
- ) =%

im!®, =4 o
- f{x) =x?

lim,f(_x,)_ o= 710 etlim,f(_’i) oo =T 0.
- fix)=x3

lim,{(_x))_ w="—00 el“lim,f(_x,)ﬂO =+ oo,
- )=

lim,);(_x,)_ =20 es'tlimf;(_x))JrOO =0.

Remarques

— Lalimite d’une fonction en + o ou en — lorsqu’elle existe, elle est unique.

— Certaines fonctions n’admettent pas de limite en + o ou en —oo.
Exemple : la fonction mantisse m définie par m(x) = x — E(x) n’admet de limite ni
en+ oo ou en —oo.

— Une fonction n'admet pas de limite en + oo (respectivement en —oo) si son
domaine de définition est majoré (respectivement minoré).

Exemple




La fonction f{x) =vx n’admet pas de limite en —o car son ensemble de définition [0 ;

+ oo[ est minoré.

SEQUENCE 13

Limite d’'une fonction en x, e R

Objectifs

Déterminer la limite d’'une fonctionen x, € R

Limite infinie en x, e R

Vocabulaire et notation

fest une fonction définie surR \ {x,}.

Si l'on peut rendre f(x) suffisamment grand (+») en choisissant x plus proche de

Xo, on dit que f(x) tend vers +© quand x tend vers x, et on note :

im!®), = oo

De méme, si I'on peut rendre f{(x) suftisamment petit (— ©) en choisissant x plus

proche de x,, on dit que f(x) tend vers — « quand x tend vers x, et on note :

lim,C(_’i)xo =— oo,

Limite finie en x, € R

Propriété

fest une fonction définie en x,. Si fadmet une limite en xyalors limg(_x))x() =f{xy).

Remarques

Lorsqu’une fonction admet une limite en x, alors cette limite est unique.

Une fonction définie en x, n’admet pas nécessairement de limite enx,.

Exemple

La fonction f définie par :

flx) = Si%sixe[[&*

" n’admet pas de limite en 0.
flx) = ESi x=0

Une fonction f n’admet pas de limite en x, s'il existe un intervalle ouvert K de centre

xo tel que Dy N K= .




SEQUENCE 14

Limite a gauche, limite a droite en x, e R

Objectif

Déterminer la limite a gauche, la limite a droite en x, € R d’'une fonction

Vocabulaire et notation

La fonction f étant définie sur R \ {x, }, on ne peut calculer f(x, ) mais on peut calculer
f(x) pour des valeurs de x plus proches de x, a gauche ou a droite.

— Pour des valeurs de x plus proches de x, a gauche, ou bien quand x tend vers x,
f(x) Fx)

par valeurs inférieures ou négatives, on note :lim’ " X

,<ou lim

— Pour des valeurs de x plus proches de x, a droite, ou bien quand x tend vers x,
f(x) f0)

par valeurs superieures ou positives, on note .'llmx_m x—xo*

> ou lim

Exercice

On donne f{x)= /x.
fe)

v o- | Pourquoi ?

Calcule f(0)et limf: (_x))OJr . Conclus. Peux-tu calculer lim

SEQUENCE 15
Limite en x,, (x, € R) des fonctions élémentaires
Objectif
Déterminer la limite en x, (x, € R) des fonctions élémentaires
Limite en x,, (x, € R) des fonctions élémentaires
On admet les résultats suivants.

- fx)=k

uml, =k

- f(xX)=x

lim,f(_x,lo =X,.

- fx)=Vx
e _o.

lim, =/,




- fix) =x", neN*

x— 0
1
- )=

sine N* et n pair,

lim

limf(x) =+ etlimf(x) =+ o0,

x—0" x—0t
si ne N et n impair,
fx) _

o=~ etlim’® =t o

lim ot

En particulier, pour f(x) :i

lim,{(_x,)o_ =-—00 etlim}f(_x))oJ, =+ o0,

Exercice
Dans chacun des cas suivants, conjecture a I'aide d’'une calculatrice le comportement de
f{x)lorsque xprend des valeurs de plus en plus grandes.

a) f{x)=>5x?%-1000.

b) f(x)=0,0003x3 — 10x? — 10°.

SEQUENCE 16

Calculs de limites

Objectif

Calculer les limites d’'une fonction en utilisant les propriétés de comparaison
Propriétés de comparaison

Majoration — Minoration

On admet les propriétés suivantes.

Propriétés

f est une fonction.

— Sl existe une fonction g telle que pour tout x € JA ; +of, f(x)= g(x)




g(x)

xX— +o0

=+ o alorslim!®, =+ o

etlim X +o0
— Sil existe une fonction g telle que pour tout x € JA ; +oof, {(x)< g(x)

L

X— o0

I —_ o alorslim

xXx— 40

etlim
Exemple
On donne la fonction fdéfinie par f{x)= |x|(x + 1).
Df =Ret pourxe[0; + oo,
fx)=|x|(x+1)

=x?+x
Donc f{(x)= x? pour xe [0 ; + o[ et comme lim,’gi +o= + oo alors lim,}:(_x,)+oo= + oo,
Remarque

On obtient une propriété analogue :
— quand xtend vers — « en remplacant I'intervalle ]A ; + oo par |- ; A[ ;
— quand x tend vers x, (éventuellement par valeurs inférieures ou par valeurs
supérieures) en remplagant l'intervalle] A; + oo par un intervalle ouvert de

centre x, (éventuellement ]a; xy[ ou Jxg; b[ ).

SEQUENCE 17

Calculs de limites

Objectif

Calculer les limites d'une fonction en utilisant le théoreme des gendarmes

Théoreme des gendarmes

Propriété

fest une fonction.

S'il existe deux fonctions g et h telles que pour tout xeJA; +xf ,g(x) < f(x) < h(x) et
ey

x— +oo

h(x)

X— +oo

limg(x) =lim =/alors lim

X— +oo

Exemple

On donne la fonction £ définie par f{x) = ol F(x) désigne la fonction partie

1+E(x)
entiére.

Dy = J—o0; =1/ U[0; +oof et pour tout xe /-0, —1/U[0; +oof, E(x)< x < E(x) + 1.




1
Ainsi, pour x €/ 0; +of, 0 < f(x) Si. Et comme lim?_, | ,=lim* =0

xXx— +oo

fx) =0

X— +o0

alors lim
Remarque
— Le théoréme des gendarmes est parfois formulée de la fagon suivante: « s7%/

existe une fonction g et un réel I tels que lim? @ —get |f(x) = | <g(x) sur un

X— +oo
fx)

X— +oo:]»'

intervalle JA; + oof alorslim

— On a aussi une propriété analogue quand xtend vers —wo et quand x tend vers x,

(éventuellement par valeurs inférieures ou par valeurs supérieures).

Exemple
On donne f(x) = xzcosi.

Dy = R* et pour tout xeR*, -1 < cos% < 1. Donc pour tout xeR*, | f(x)|<x?.

f6 _
,=0.

X—

Or lim,’gz_, o =0.0n en déduit que lim

SEQUENCE 18
Comparaison de limites, limites et opérations sur les fonctions
Objectifs

- Comparer les limites de fonctions ;

- utiliser les opérations pour déterminer les limites de fonctions

Propriété
@

X— 400

fet g sont deux fonctions telles que pour tout x €JA; +oof, f(x) < g(x) et si lim

etlim?%), =l'alorsI1<T

Remarque

On a une propriété analogue quand x tend vers —owo et quand x tend vers x,
(éventuellement par valeurs inférieures ou supérieures).

Limites et opérations sur les fonctions

Dans ce paragraphe, sont données les propriétés relatives aux limites en x, des f+g;

1 . o .
X g5 If] ;\/7 connaissant les limites en x, des fonctions fet g




Ces propriétés restent vraies pour les limites de ces fonctions en +o , — w0 et en X, par
valeurs supérieures ou inférieures.

Lorsqu’on ne peut directement conclure, on dit qu'’il y a indétermination et on signale
par !l

Limite de la somme de deux fonctions

limg(_x))xo / +o00 | —0 | 400 | —00 | —00

limf® I’ I I’ +o00 | —o0 | +00

X— Xo

LimYDX | [+ | 400 | —0 | #00 | —o0 | !

X— Xo

Limite du produit de deux fonctions

limjf(_’?xO I | 4o -0 +ooou—co | —0 | +o0 | +0o0
lim,): (_x))xo I | I'd’#0) 1'ad'=0) 0 —0 | 400 | —0
lim,(cf;q))g) /& { —oosil' <0 {—oosi I'>0 I +00 | +o0 | —0
+oosil' > 0) | (+o0sil <0)

Remarque

On en déduit que si lim,];(_)i)xoz /alors pour tout entier naturel n non nul,

im") = 1,

SEQUENCE 19

Limites et opérations sur les fonctions
Objectif

- Utiliser les opérations pour déterminer les limites de fonctions

Limite de I'inverse d’une fonction

lim/® 1#0) | +oou—-xo | Oetf(x)>0 | Oetf{(x)< 0

X— Xo

1
T
lim, = %o

l 0 + —0
l




Limite du produit de deux fonctions

Pour calculer la limite en x,de 5, il suffit de remarquer que§= IS% et d'utiliser les

propriétés précédentes.

Limite de la valeur absolue d’une fonction

lim f(x) |/ | —-ocou+ow

X—>Xq

lim [fCO] | [U] | 4o
X—Xq

Limite de la racine carrée d’'une fonction

lim f(x) |/1=0) | 4+

X—Xq

xh—>n920|f(x)| Vi +0o0

Limite de la fonction : x— f(ax + b)
Propriété
f est une fonction, x, un nombre réel et u: x+— ax + b une fonction affine non

constante. La fonction x— f(ax + b) admet une limite en x, si et seulement si f admet

une limite en
axg +b.

. flax+b) _ 4.  f(w)
Onaalorslim, >, = =lim axg+b

Remarque

Pour retrouver cette formule, il suffit de poser v = ax + /. Quand x tend vers x,
fw

u— axg+b’

f(ax+Db)
X— Xg

utend vers ax,+ beton obtient: lim =lim
SEQUENCE 20

Recherche de limite lorsqu’il y a indétermination
Objectif

Identifier les indéterminations et utiliser les propriétés pour les lever

Limite d'une fonction polynéme

Propriété

La limite en +co ou —co d’une fonction polynéme est égale a la limite en +oo ou —co de

son monéme de plus haut degré.




Exemples

1) Calculons lalimite en +code la fonction polyndme £: x— 3x*— 2x?

: . 2
On sait que pour tout xréel, 3x*— 2x? =3x* (1 -5

2

1 —) 4 _ 2
.34 _ . ( 3x27 _ Lo ege (3x%-2x%)
Orlimy%,, .=+ ccetlim,_ 3 = 1. Ainsilim,” =’ =+ .
. (—=3x5/2x*+ m3-105x%2-16x-1000) __ . (-3x5) _
2) Calculons lim, "~ = lim,__ = +oo.

Limite d’une fonction rationnelle
Propriété
La limite en +c0 ou — oo d’une fonction rationnelle est égale a la limite en +oo ou —codu

quotient des monémes de plus haut degré du numérateur et du dénominateur.

Exemples
. . 3x*-2x2
1) Calculons la limite en + o« de la fonction /: x— “orsiis
3x%-2x2 3x* )
ot =5x5+127 _ 7ot —5x57
lim > 2 =1lim, > =0
(3x6+ 2x5—32x) ( 3x% ) (3x2)

i N7x411x-137 _ i —7xY e N7/

2) lim, 727 =lm 7" =lim, 7 _  =-o.

NB: Dans le calcul des limites de fonctions, lorsqu’on obtient un résultat du type:

0 o

« ;0 Xoo; 00 — 0o, on dit qu’il y a indétermination. On ne peut rien conclure mais

o %
I'on cherchera a lever I'indétermination en utilisant :
— soitI'expression conjuguée ;

— soit la factorisation ;

— soit les deux procédés successivement.

Exemple

Déterminons la limite en + oode la fonction /: x»— Vx2+ 1-x

. (VxZ+1) . (%) _
En effet, lim, ",/ = twetlim,” = +oo.
Donc limi_xi;l_x) = +o0—0 !

Il y a indétermination; on ne peut rien conclure mais on sait pour tout x réel,

Vx2+ 1 +x#0.

On peut écrire, en utilisant I'expression conjuguée de vx? + 1-x:
_ (Vx2+ 1) (Vx?+ 1 +x)

Vx2+ 1+ x)

pour tout xréel, Vx2 + 1-x

1
TVxZ+ 1+ x




1

Or limxﬁ = 0. Donc limi@_x) =0.
SEQUENCE 21
Continuité
Objectif

Définir une fonction continue en un point x, et utiliser les propriétés de continuité
Définition et propriétés

Définition

fest une fonction et x, un nombre réel.

fest continue en x, si fest définie en x, etl im,f(j)x() =f{xy).

Propriétés
— Les fonctions suivantes sont continues en tout élémentx, de leur ensemble de
définition :
x— |x| x— Vx ; x— x"(n eN*) ; x+— xin(n eN” ), x+ cosx ; x+— sinx.
— fetgsont deux fonctions continues en x.

- Les fonctions f+ g, (2, kf (keR) et |f|sont continues en x.

- Sig(x) # 0, alors la fonction§ est continue en x.

- Sif = 0 alors la fonction .| f est continue en x,.
— aetbétant deux réels tels que a # 0, fune fonction et g la fonction définie par
g(x) = flax +b). fest continue en ax, + b si et seulement si g est continue en x,.
Exemples
- Les fonctions polynémes et les fonctions rationnelles sont continues en tout
point de leur ensemble de définition.
~ Lafonction fdéfinie par f{x) = Vx2 + 1 est continue en tout nombre réel x,.

- Lafonction fdéfinie par f{x) = cos(2x —g -) est continue en tout nombre réel x,.




SEQUENCE 22

Prolongement par continuité

Objectif

Définir le prolongement par continuité d’'une fonction en un point x,
Définition

fest une fonction non définie en x, et /un nombre réel tel que lim,):(_’?xo = [. On appelle

x) = f(x)sixeD
prolongement de f par continuité en x la fonction g définie par : {g( ) p ()/: () )_ ; “r
o) =

Exemple

On donne la fonction fdéfinie par f{x)= % On sait que Dy=R" et lim * =1.

glx) = % si x €Dy

est le prolongement par
g(0) =1

La fonction g définie sur Rpar:{

continuité de fen 0.

SEQUENCE 23

Dérivation : Fonction dérivable en un nombre xp
Objectif

Etudier la dérivabilité d’'une fonction en un point xy et déterminer le nombre dérivé

Nombre dérivé d’une fonction en xp

Définition

Soit f une fonction définie sur un intervalle I, et xoun élément de I. On dit que f est
dérivable en xp lorsque le taux d’accroissement de f en xo admet une limite finie I c’est-a-
dire

f@-fx0)

limy_x, o
Dans ce cas, | est appelé nombre dérivé de f en xy et est noté f(xp).

Remarques

1- Dans cette définition, si on remplace x par xp +4 ou A4 est un nombre quelconque de

f(x)=f(x0) :llmh 0 f(x0+h)_f(x0):]

I, on peut écrire lim,_,, pr .

Cette deuxieme écriture est souvent utilisée.

2- Par abus de langage on dira parfois que f est dérivable en un point xpde |




Exemple
On donne f{x)=x2Montrons que fest dérivable en un nombre réel a quelconque .

f@-f(@ _

On a:lim
X—>a x—a

lim,_, %:limx_)a %:Za €R donc fest dérivable en
tout nombre réel a.

Interprétation graphique : équation de la tangente en un nombre xpde I.

Le taux d’accroissement de f en xp représente le coefficient directeur d’'une droite
passant par un point A(xy, f{(x0)). Le nombre dérivé qui est un « taux limite » permet de
définir une « droite limite »

Définition

Soit fune fonction dérivable en xy

On appelle tangente a la courbe (Cy) d’une fonction f au point A(xe f(x0)) la droite

passant par A et de coefficient directeur f(xp).

“tengeante en A de coefficient directeur f'(x0)

/
g 4
= @ B ;’w i # @ 12 ¥ 8 k]
&
&

/

“* f

o

Une équation de cette tangente est : y=f(xo) (x—Xo) + {(x0).

SEQUENCE 24

Dérivabilité et continuité

Objectifs

Démontrer la continuité d'une fonction en utilisant sa dérivabilité
Propriété

Si une fonction f est dérivable en xp alors elle est continue en xp
En effet:

Supposons fdérivable enxode I :

VELf (x) —f(x) % (= x0) lim, e, (£ () —f0x0))= lim &fi"")(x—m))
—Xo

X=X

wx lim (x—x)

= limx_)xo(f(x) —f(XO)) :limx_’xo —Xp XX

= limxaxo(f(x) _f(XO)) zf(XU) X0




& limy,x, (f () —£(x0))=0

& 1imy ., £ () =Hx0)

Donc fest continue en xp.

Attention ! La réciproque est fausse.

En effet, si fest continue en un nombre Xo, cela ne veut pas dire qu’elle est forcément

dérivable en ce nombre.

Exemple

La courbe de la fonction tracée ci-dessus
est bien continue en 3 mais n'y est pas
dérivable car on ne peut pas tracer la

tangente en 3.

-3

SEQUENCE 25

Dérivabilité a gauche, dérivabilité a droite x,
Objectifs

Etudier la dérivabilité a gauche, 1a dérivabilité a droite d'un point
Définition

Soit fune fonction définie en un nombre xp.

On dit que f est dérivable a gauche en xpsi f est définie sur un intervalle de la forme

f(x)—f (x0)

la, x,] et oy

admet une limite finie a gauche en xyp.Cette limite est appelée nombre

dérivé a gauche en xo noté fg (xo).
.On dit que f est dérivable a droite en xysi f est définie sur un intervalle de la forme

[x0, admet une limite finie a droite en xp. Cette limite est appelée nombre

b[ etf(x)—f(xo)

X—Xg
dérivé a droite en xo noté f (xo).
Propriété

Une fonction fest dérivable en xy si et seulement sify (xo)=f, (xo) ER.




SEQUENCE 26

Fonctions dérivées

Objectif

Calculer la fonction dérivée de fonctions élémentaires

Définition

Soit fune fonction

L'ensemble des nombres réels en lesquels f est dérivable est appelé ensemble de
dérivabilité de f.

La fonction x— f(x) est appelé dérivée (ou fonction dérivée) de f.

Exemple

Le tableau suivant donne la dérivée des fonctions usuelles

Fonction Ensemble Fonction
de dérivée
dérivabilité
x —  f(x)=k|R x— f(x)=0
(k€R)
x— f(x)=x R x— f(x)=1
x— f(x)=x? R x— f(x)=2x
x— fx)=\x (x= | x>0 X FR) ==
0)
x— fx)=(x%0) |¥*0 x> Fx)=—

Dérivée des fonctions cosx et sinx
Propriété s
- La fonction x— f(x)= cosx est dérivable sur R et sa dérivée est la fonction
f(x)=—sinx.
- Lafonction x— f{x)= sinx est dérivable surR et sa dérivée est la fonction

f(x)= cosx.




SEQUENCE 27
Dérivées et opérations
Objectifs
Calculer la dérivée d’'une somme, d'un produit et d'une puissance
Dérivée et somme
Propriété
Soit u et v deux fonctions dérivables sur I (intervalle ou réunion d’intervalle) alors la
fonction u+v est dérivable sur [ et (u+v)'=u’+v’
Exemple
Si f{(x)=x?+x+1alors sa dérivée est £(x)=2x+1.
Dérivée et produit.
Propriété
Soit u et v deux fonctions dérivables sur I(intervalle ou réunion d’intervalles),alors la
fonction uv est dérivable sur I et (uv)’=u’v+v'u.
Cas particuliers
- Pour k réel (ku)’=ku’.
- (W¥)'=2uu
Exemple

Si f{x)=2x?+x\x alors £(x)=2x 2x+(1x \x + xx %}z 4)&%;.

Dérivée et puissance

Propriété

Soit u une fonction dérivable sur I et n un entier naturel non nul.

Alors la fonction u" est dérivable sur [ et (u")'=nu'u?-1,

Cas particulier

(x?) =nx"1

Exemples

Si f(x)=x*+2x3-5x+10 alors f (x)=4x3+2x 3x2— 5x 1 =4x3 +6x°—5X.

Si g(x)=3cos’x+sin’x alors

g (x)=3(5sinxcos*x)+3(cosxsin’x)=15sinxcos*x+3cosxsin’x=3sinxcosx (sinx-5cos’x)




SEQUENCE 28

Dérivées et opérations (Suite et fin)

Objectifs

Calculer la dérivée de l'inverse d'une fonction, de la composée de fonctions et de la

racine carrée d’une fonction

Dérivée de I'inverse d’une fonction
Propriétés
Soit u et v deux fonctions dérivables sur un intervalle I avec v(x)# 0 alors :

. 1 . 1,, !
- Lafonction —est dérivable sur I et (1_) = — :—2

wv-v'u

- Lafonction % est dérivable sur I et é )=

p2

Propriété

La fonction tanx est dérivable surR \ {g + km, keZ} et (tanx) ’:mizx

Propriété

Soit x+— ax+b une fonction et xp un réel.

Si la fonction u est dérivable au nombre yo=axo+b, alors la fonction f:x— u(ax+b) est
dérivable en xy, et f(xp)=au’(axo+b).

Exemple

Si f(x)=cos (5x+1) alors f(x)=— 5sin (5x+1).

Dérivée de la racine carrée d’'une fonction dérivable

Propriété

Soit u une fonction dérivable sur un intervalle I tel que, pour tout x élément de I, u(x)> 0.

La fonction/u est dérivable sur I et on a (\N'u) ’:%,

Exemple

Soit fla fonction définie par f{x)=Vx3 — 5x + 7.En posant u(x)=x3-5x+7 on a u’(x)=3x2-
3x%2-5

.56ff?kj—3;§§f?§f7




SEQUENCE 29

Application de la dérivation a I’étude des variations
Objectif

Utiliser la dérivée pour étudier les variations de fonctions
Variation d'une fonction
Théoréme
Soit fune fonction dérivable sur un intervalle 1.
e Sifestcroissante sur i, alors f(x) = 0 pour tout x de 1.
o Sifestdécroissante sur I, alors f(x) < 0 pour tout x de 1.
e Sifestconstante surl, alors f(x)= 0 pour tout x de |
Théoreme (Principe de Lagrange)
Soit fune fonction dérivable sur un intervalle 1.
e Siladérivée f est nulle sur 1, alors fest constante sur/ ;
o Si f est strictement positive sur I, sauf peut-étre en des nombres isolés ou elle
s‘annule, alors fest strictement croissante surl;
o Sif est strictement négative sur I, sauf peut-étre en des nombres isolés ou elle
sannule, alors fest strictement décroissante sur [ .
Exemple
Etudions les variations de la fonction f{x)=2x*—x?— 1.
festdéfinie surR .
Il est conseillé d’écrire I'ensemble de définition sous forme d’intervalles ou de réunion
d’intervalles afin de pouvoir calculer toutes les limites.
e D=R=]-00,+oo]
o lim f(x)=+ et xl_l;mmf(X): +0o0

X—+00
e fest définie continue et dérivable sur R et pour tout réel x,
(x)=8x3—2x=2x (2x—1) (2x+1),
e Etudions le signe de £:
Le tableau de signe permet de conclure :
V x€ ]—oo ;= %[ U ] 0; %[, f(x)<0 et fest décroissante.

V x€ ]—% ;0 [ U E, +o0 [, f(x)>0 et fest croissante.

fx)=0=x=— % oux=0ou X:%




D’ou le tableau de variation suivant :

X ‘ —1 1 00

SEQUENCE 30
Application de la dérivation a la détermination des extrémums de fonctions
Objectif
Utiliser la dérivée pour déterminer les extrema de fonctions
Extremums d’une fonction.
Définition
Soit fune fonction définie sur un intervalle I.
- Ondit que f{(xp) est un maximum relatif (ou un maximum local) de fsur |,
s'il existe un intervalle ouvert | (xo €] et J< 1) tel que f(xy) soit le maximum de fsur J.
- Ondit que f(xp) est un minimum relatif (ou un minimum local) de fsur 1,
S'il existe un intervalle ouvert ] (xo€] et J< 1) tel que f(xy) soit le minimum de fsur J.
Théoréme
Soit fune fonction dérivable sur un intervalle I et xo un réel de I :
- Sifadmet un extremum relatif en xg, alors £’ (x,)=0.
- Sif’s‘annule en changeant de signe en xo, alors f admet un extremum relatif en xo.
Remarque
Les extremums relatifs sont facilement identifiables a 'aide des fleches qui sont dans le
tableau de variation.
Exemple
Déterminons les extremums relatifs de la fonction f{x)=3x*—4x3sur R.
e Di=R
o VxER, Fx)=12x3—12x2=12x(x—1).
e Vx€ |—oo; 1[f(x)<0 et fest décroissante sur]—oo ; 1].

e Vx€|1;+w[, £(x)>0 et fest croissante sur] 1; +ool.




e f(x)=0=x=0o0ux=1

+00 |
— 00 0

il

f admet seulement un extremum relatif en 1 car en o, £ s’annule mais tout en

conservant le signe. Il s’agit ici d'un minimum.

SEQUENCE 31
Application de la dérivation a la détermination des extrémums de fonctions
Objectif

Utiliser la dérivée pour déterminer les extrema de fonctions

Approximation d’une fonction par une fonction affine.

Définition

Soit fune fonction dérivable en xo.

On appelle application affine tangente de f en xo 'application

x— f(xo) +f(x0) (x—X0v).

On écrit (x) = f(xo0) +f(x0) (x—Xo) pour x voisin de xp ou (avec x=xo+h), {(xo+h)~= f(x0)
+f(xp)h pour x voisin de 0.

Théoréme

Soit fune fonction définie sur un intervalle ouvert [ et xo un élément de 1.

Si fest dérivable en xo, pour tout nombre réel h tel que xo+h appartienta l, ona:

Hxo+h)= F(x) +(x0) hthe () ot limep (1)=0.
Démonstration
Posons ¢ (1) =L ) donc fixo+h)=f(x0) +£ (xo)h+hp (h) et

lime (W)= (x0)~ £ (x0)=0,




Exercices

Donne une approximation d’ordre 0 (ou en 0) de chacune des fonctions suivantes :

1 .
x— (14+x)2; x— V1 +x x— o5 0 Xosinx; x—cosx.

Lecons de la compétence de base 2 du premier trimestre

Lecon : les applications
SEQUENCE 32

Fonction et application

Objectif

Définir une fonction et une application

Définition

On rappelle qu’étant donné deux ensembles A et B, une correspondance f de A vers B est
dite fonctonnelle, lorsque tout élément de A est lié a un élément au plus de B.

Notation : I'ensemble des fonctions définies de A vers B se note F(A, B)

Si f est une telle fonction, on écrit f € F(A,B)

Exemple
Si P est I'ensemble des personnes et V I'ensemble des villes, la relation f de P vers V

définie par x est né dans la ville y est une fonction et f € F(P,V)

Définition
On appelle application d’un ensemble A vers un ensemble B toute relation de A vers B

telle qu’a tout élément de A est lié un élément unique de B.

Remarque
Une application de A vers B est donc une fonction de A vers B dont I'ensemble de

définition est A.




SEQUENCE 33

Applications particuliéres

Objectif

Définir les applications particuliéres

Application surjective

Définition

soient F et F deux ensembles etf € F(E,F). fest dite application surjective(ou f est une
surjection) lorsque tout élément de I'ensemble darrivée F est I'image d’au moins un élément
de l'ensemble de départ E.

En d’autre terme soit f:x — y et posons (E) I'équation y = f(x) ouy est donné etxest a
chercher.

Alors f est surjective si (E) posséde au moins une solution.

Application injective

Définition

soient E et F deux ensembles et f € F(E,F).

fest dite application injective (ouf est une injection) lorsque tout élément de
l'ensemble d'arrivée F est I'image d'au plus un élément de 'ensemble de départ F.

En dautre terme, f est injective si l'équation (e) précédente posséde au plus une

solution.

Application bijective
Soient F et F deux ensembles et f € F(E,F).
f est dite bijective (ou f est une bijection) lorsque tout élément de I'ensemble d'arrivée
Festl'image d’un élément unique de F. L’égquation (e) admet une et une seule solution.
En d'autre terme, f est bijective lorsque I'équation (e) précédente posséde exactement
une solution.
Conséquences des définitions :
Soitf € F(E,F).

o [ estsurjective sietseulementsi: 3y € F,y = f(x)Vx € E

e [ estinjective si et seulementsi: f(x;) = f(x,) = x; =%, Vx; €EE ,x, €EE

o [ estbijective si et seulement si elle est a la fois surjective et injective.




Bijection réciproque

Définition

Soient F et F deux ensembles et f € F(E,F). Lorsque f est une bijection de F sur F, a
tout élémenty de F, il est possible dassocier un élément et un seulx de E tel que
y = fx).

On définit ainsi une application de F vers E appelée application réciproque de f notée
F1

f:E—F

x f(x) =y

Et

ff1:F—>E

yeo ) =x

Remarque
Pour que la réciproque d’une application f soit une application, il faut et il suffit que

f soit bijective.

SEQUENCE 34

Composition d’applications et application involutive

Objectif

Composer des applications et utiliser les propriétés de composée de fonctions
Définitions et propriétés

Définition

soit f une application de E vers F et g une application de F vers G.

On appelle composée de f par g I'application g o f définie de F vers G telle que pour
tout élément de Dy et pour tout f(x) € Dy, g o f(x) = g[f(x)]

Propriété

Si f etg sont des applications bijectives,(go f)™' = f1og™1

Propriété

Si f~1 est la bijection réciproque de f , alors f est la bijection réciproque de f =1

Etona:f lof=Idgetfof'=Idg




Application involutive

Définition

Soitf une application de F vers E (I'ensemble de départ est le meme que l'ensemble
darrivée).

f est dite involutive lorsque f~* = f ou encoref o f = Idg

Exercice

x

f est une transformation du plan dans lui- méme qui a tout point M (y)‘ associe le point
xl

M’ (y') tel que :

x' == (5x — 12y + 24)
y' == (~12x — 5y + 36)

Lecon : équations, inéquations du second degré dans R et systémes d’équations dans R?
et R3

SEQUENCE 35
Equation du second degré dans R
Objectifs
- Définir une équation du second degré ;
- donner la forme canonique d'un trindme du second degré et calculer son

discriminant.

Définition
On appelle équation du second degré une équation de la formeax* + bx + ¢ = 0 ot
a, b, c sont sont trois réels donnés avec a différent de 0.
Forme canonique
Propriété et définition
1l existe des réels a et 8 tels que pour tout x réel,
P(x) =ax* + bx + c
=alx — a)? +p

Cette écriture P(x) = a(x — a)? + [ est appelée forme canonique de P.




Démonstration
On utilise la forme réduite du polynome P du second degré pour retrouver la forme

canonique

P(x) =ax2+bx+c=a(x2+§x+§)=a[(x+§)2—£+£]

4a?2  a

2 -
=a [(x + %) Lk 4aC]Pest bien de la forme a(x — a)? +p

4a?

b2-4ac
4a?

b
aveca = ——et p=—
2a /?

Exercice

Déterminer la forme canonique des polynémes suivants :

P(x) = —-2x2+24x—3 Q(x) = —x2+5x—6 etR(x) =4x? —4x +1

Discriminant

Définition

On appelle discriminant du polynéme P(x)=ax?* + bx + ¢ le nombre réel note A défini
parA= b? — 4ac

Remarque : Discriminant réduit

Soit P(x) = ax? + bx + ¢, (a # 0) un polyndme du second degré.

Sib' = g alors A= b? — 4ac = 4b'?> — 4ac = 4(b'? — ac)

Définition

Etant donné un polynéme P(x) = ax? + bx + ¢, (a # 0) s’il existe un réelb'tel que b' =
g alors P admet un discriminant appelé discriminant réduit qu’on note habituellement

A'défini par A'=b'? — ac

SEQUENCE 36
Factorisation et résolution des équations du second degré.
Objectifs

- Factoriser un trinéme du second degré ;

- Résoudre des équations du second degré.

Propriété
Soit P, le polynéme du second degré défini parP(x) = ax? + bx + ¢ (a # 0) etA son

discriminant.




e SiA < 0 alors Pn’est pas factorisable et n'admet pas de racine réelle.

, b \? ) , b . ,
e SIAN=0alorsP(x) =a (x + Z) et admet une racine unique — o appelée aussi

racine double.

—b—VA —b+VA
2;/_ etx, = 2;\/_ et P admet deux

o SIA>0,P(x)=alx —x)(x—x,) otix, =
racines réelles distinctes x, etx, définies précédemment.
Réciproquement, si un polynéme du second degré admet une forme factorisée, alors il
admet deux racines éventuellement confondues. Cela permet de dire aussi que si un
polynéme du second degré n'admet pas de racines (I'équation P(x)=0 n’admet pas de

solution) alors il ne peut pas étre mis sous forme factorisée .

Remarque
Lorsque le polynéme P admet un discriminant réduit, A',on a :

e SiA' <0, Pnadmet pas de racines et n’est pas factorisable.
, . -b L
e SiA'= 0, Padmet une racine double x, = T, et sa forme factoriée est

P(x) =alx —x,)?

—-b' VA1 —b'+/Ar
etx, = ———et sa forme

e SiA'> 0, Padmet deux racines distinctes x; =

factorisée estP(x) = a(x — x1)(x — x3)

Exercice
Déterminer les racines éventuelles des polynomes suivants et factoriser-les si possible :

1) 2x? + 2x + 2

2) x2 + 6x + 9

3) 6x2— 13x + 6
SEQUENCE 37
Somme des racines d'un polynéme du second dégré et interprétation graphique
Objectifs

- Déterminer deux nombres connaissant leur somme et leur produit ;

- Interpréter graphiquement les solutions d’'une équation du second degré.
Propriété
Deux nombres réels ont pour somme S et pour produit P si et seulement si, ils sont

solutions de I'équation x*> — Sx + P = 0.




Exemple

Déterminons deux nombres réels ayant pour somme —1 et pour produit —12

Désignons par S la somme et par P le produit

Onax?—Sx+P =0 soit x> +x—12=0

Le polyndme x2 + x — 12 a pour discriminant A= 49 et les racines

sontx =—4 etx =3

Les deux nombres cherchés sont —4 et 3

On peut remarquer que la somme de ces deux nombres est effectivement —1 et le

produit est —12

Exercice
Résoudre dans RX R

{x+y=—9 {a+b=2
xy =20 xy = —8

Interprétation graphique des solutions d'une équation du second degré
Propriété

Soit (O1,] ) un repére du plan et P un polynéme du second dégré.

-b
La représentation graphique de P est Iimage par la translation de vecteuriu < Eg) de la

4a

parabole représentant la fonctionx — ax?

S(ze? (-32))

. Cest donc une parabole de sommet

0Za
AL

0Za o
0/A




SEQUENCE 38
Inéquation du second degré dans R
Objectifs
- Etudier le signe d’un trindme du second degré ;
- Résoudre des inéquations du second degré.
Signe d'un polynéme du second degré
Propriété
Soit P un polynéme du second degré et A son disciminant
- S5id> 0,x, et x, désignant les deux racines avec x; < x, alors P(x) est du signe de
a siet seulement six € ]—oo ;X [ U ]xz ; +00[ et du signe de -a si et seulement si
X €|x1; x| . On dit dans ce cas queP est du signe dea « aux extérieurs » des
racines et du signe de - a « a l'intérieur des racines ».

- Sid= 0, P(x)estde signe de a sauflorsque x :%

- S5iA< 0, P(x)esttoujours du signe de a pour tout x réel.

Démonstration
lercas: A>0
P s - 2 400
Sigrede a Signeden | gigreden Signs de &
_ & * &
- - *

Figmﬁ@af Signe de -a % Signe de a
|

Flz)-o(o = o)z - 22)

2tmecas: A=0

P(x) = a(x —x,)? otr x, = %

(x —x,)? = 0 donc a(x — x,)? est du signe de a.

3éme cas: A< 0




2 2
P(x)=a [(x + %) - ﬁ] or (x + %) - 4% > 0 donc pour tout réel x, P(x) est du

signe de a.

SEQUENCE 39

Systémes d’équations linéaires dans R?

Objectif

Définir et résoudre par substitution des systémes d’équations linéaires dans R?
Définition

Un systéme d’équation linéaire dansR?est un ensemble (})de deux équations de la

forme :
ax+by=c (1)
) { ax+b'y=c'(2)

Ou (x,y) est le couple d’inconnues et a, b, ¢, a, b’ et ¢’ sont des constantes appelés
coefficients du systéme et vérifiant les conditions (a,b) # (0,0)et(a’,b") # (0,0).
Résoudre le systéme revient a trouver le ou les couples(x,y) € RX R qui satisfont

simultanément les deux équations(1) et (2). Ces couples sont les solutions du systéme.

Résolution par substitution

Résoudre un systéme d’équations linéaires dans R? c’est trouver tous les couples (x, y)
solutions de ce systeme.

Méthode de résolution par substitution

A partir de I'une des deux équations, on exprime I'une des inconnues en fonction de
I'autre. On remplace dans l'autre équation I'inconnue trouvée par son expression. On
obtient une équation a une inconnue que l'on résout et on trouve la valeur de
I'inconnue. On la remplace par sa valeur dans I'expression de la premiére inconnue.
Exemple

Résoudre par la méthode de substitution le systeme :

{3x+1=5y
2y —4 =9x




SEQUENCE 40

Résolution par combinaison linéaire (par addition) ou par la méthode graphique des
systémes d’équations dans R?

Objectif

Résoudre par combinaison linéaire ou par la méthode graphique des systémes
d’équations linéaires dans R?

Méthode

On multiplie chaque équation du systeme par un nombre bien choisi tel qu’en
additionnant membres a membres les équations obtenues, I'une des deux inconnues
disparaisse. On résout alors I’équation a une inconnue puis on termine par le calcul de
I'autre inconnue en remplacant I'inconnue trouvée par sa valeur dans I'une de deux
équations initiales.

Exemple

Résoudre X le systéme d’équation linéaire dans R? suivant :

{Sx +1=>5y
2y —4 =9x
Méthode graphique

Soit le systéme d’équation linéaire dans R2suivant :

(I){ax+by+c=0 (D)
a'x+b'y+c =0 (2)

Ou (x,y) est le couple d’inconnues et a, b, ¢, a’, b’ et ¢’ sont des constantes tels
que(a, b) # (0,0)et (a',b") # (0,0).

Construire (D) et (D’) les droites d’équations respectives ax + by + ¢ =0
eta'x+b'y+c =0.

Les coordonnées du point d’intersection de (D) et (D’) est le couple solution du systeme
.

Exemple

Résoudre graphiquement le systeme suivant :

{2x+y=1 (D
x—y=-4(2)




SEQUENCE 41
Résolution par la méthode de Cramer des systémes d’équations dans R?
Objectif

Résoudre par la méthode de Cramer des systémes d’équations linéaires dans R?

Méthode de Cramer

Cette méthode donne une expression générale de la solution d’'un systéme linéaire de n
équations a n inconnues.

Comme l'étude se porte sur des systémes d’équations linéaires dans R?, donc le cas
oun =2:

Considérons le systeme (})) tel que :

ax+ by =c . .,
{a’x + g’y _ o 0ua b,c,a’,b’et ¢’ sont des constantes fixées.
Calculons le déterminant associé a (}}) que 'on note A :
_la b| _ l; 1
A= |a,b,| =ab —a'b

SiA # 0, alors le systéme (})) admet un couple de solution (x,y) oux = AA—’C ety = Afy

avec A, et A, respectivement déterminant de x et déterminant de y donnés par:

A= ¢ b| =cb'—c'b

¢l br
A= [86] = ac —de
Si A= 0, on démontre que dans ce cas le systéme n’a pas de solution ou admet une
infinité de solutions.
Exemple

Résoudre par la méthode de Cramer le systeme suivant :

2x+y=1 (1)
{x—y:—4 (2)

SEQUENCE 42

Systémes d’équations linéaires dans R3

Objectif

Définir et résoudre par substitution des Systémes d’équations linéaires dans R3
Définition

Un systéme d’équation linéaire dans R* est un ensemble (}}) de trois équations a trois

inconnues de la forme :




ax + by +cz=d;(1)
() { azx + boy + oz = d,(2)
asx + byy + c3z = d;(3)

Ou (x,y, z) est le triplet d’inconnues et a4, by, ¢1,d4, ay, by, €3, d5, as, b, 3 et ds sont des
constantes appelés coefficients du systeme et vérifiant les conditions (a4, by, ;) #
(0,0,0), (ay, by, c;) # (0,0,0) et (as, bs,c3) # (0,0,0). Résoudre le systéme revient a
trouver le ou les couples (x,y,z) € R X R X R qui satisfont simultanément les trois
équations(1), (2) et (3). Ces couples sont les solutions du systéme.

Résolution par Substitution

La méthode de substitution consiste a exprimer une des inconnues du systéme a trois
inconnues en fonction de deux autres puis on la remplace par cette expression dans les
autres équations. On se raméne ainsi a la résolution de systéme dans R? ou encore a la

résolution d’'une équation a une inconnue.

Exemple
Résoudre par substitution le systeme a résoudre suivant

2x —y—3z=-6 (1)
O){x+3y+4z=10 1(2)
3x—2y—z=2 1(3)

SEQUENCE 43
Systémes d’équations linéaires dans R3
Objectif
Résoudre par le Pivot de Gauss des Systémes d’équations linéaires dans R3
Résolution par le Pivot de Gauss
La méthode de Gauss connue sous le nom de Pivot de Gauss, dans le cas de la résolution
du systéme d’équations linéaires dans R3, consiste a transformer un systéme donné en
un systéme équivalent (c’est-a-dire un systeme admettant les mémes solutions) par
utilisation des seules opérations élémentaires suivantes sur les équations :

- échange de deux équations;

- multiplication d’'une équation par un nombre non nul ;

- addition d'une équation avec une autre équation éventuellement ayant été

multipliée par un nombre réel non nul.

Le but est d’obtenir un systéme triangulaire facilement résoluble.




Exemple
Résoudre par le pivot de Gauss le systéme (}) suivant :

2x —2y+z=2 (1)
) {x+3y—5z=16(2)
S5x—y+7z=0 (3)

1¢re étape

Eliminons I'inconnue x dans I'équation(2) et I’équation (3) en utilisant I'équation (1).
Onaura:

@) > @ —3x@): x+3y—5z—3x (2x—2y+2z) =161

4y — 12—12 =15

3)— (3)—§X(1): 5x—y+7z—§x(2x—2y+z) =-5

4+9 =-5

Ecrivons le systéme (}.") équivalent au systeme (3,) danslequel,ona:
- 1’équation (1) du systéme (}}) est conservée ;
- I’équation (2) est remplacée par (2') ;
- I’équation (3) est remplacée par (3") ;
2x —=2y+z=2 (1)
) 4y —=z=15(2)
4y +22=—-5(3)

2émeétape
Eliminons y dans I’équation (3") en utilisant I’équation (2").Multiplions 1'équation (2")
par —1let ajoutons membre a membre I’équation obtenue et 'équation (3’), alors on
obtient I'équation (3”):?2 = -20
Nous pouvons écrire le systeme (}.”)tel que les équations (1) et (2")du systeme
(3)sont conservées et I’équation (3’) est remplacée par (3”) :

2x—=2y+z=2 (1)
) 4y -z =15(2)

2z=-20(3")




3émeétape : résolution
Le systeme(})) a la méme solution que le systeme triangulaire (}.”) que l'on résout
facilement en «cascade » : la derniére équation donnez = —2, puis (2") donney = 1 et
finalement I’équation (1) donne x = 3.
D’ou le triplet (3; 1; —2) est solution du systéme (3)).
Remarque
Nous admettons qu’un systéme d’équations linéaires dans R3 a :
e soit aucune solution ;
e soitune seule solution;

e soit une infinité de solutions.




Lecons de la compétence de base 3 du premier trimestre

Lecon : calculs barycentriques
SEQUENCE 44

Barycentre de deux points pondérés

Objectifs

- Définir le barycentre (I'isobarycentre) de deux points pondérés

- Construire le barycentre de deux points pondérés

Points pondérés

Définition

A, B, G, ... sont des points du plan, o, B, v, ...des nombres réels. Les couples (4,a),

(B, B), (Cy)...constitués d la premiére place des points A, B, C,...et d la seconde place des
nombres réela, B,v, ...sont appelés des points pondérés.

On djt que le point A est affecté du coefticiente, le point B est affecté du coefficient et le
point C est affecté du coefficienty ...

Définition du barycentre de deux points pondérés

(A,a) et (B, B) sont deux pondérés tels que o +f # 0.

1l existe un unique point G du plan tel que : aGA + BG—B) =0.

Le point G est appelé le barycentre des points pondérés (A,a) et (B, ).

A B
On note G = bar{(A, a), (B, B) }ou G = bar a | B

Remarques
— Si A =Balorsles points A, G et B sont confondus.
— Sile coefficient ade A est nul (¢ = 0) alors G =B car ﬁG—B) =0
etf #0, GB = 0doncG = B.
De méme lorsque f = 0, G = A.

— Larelation AG = %ﬁ permet de dire que le barycentre G des points pondérés

(Aa) et (B p) est le point de la droite (AB) ayant pour abscissea:;ﬁdans le
repere (A, B).

- (Aa)et (B P) étant deux points pondérés tels que o +f # 0, le barycentre G des
points (4,a) et (B B) est le point G tel que oGA + Bﬁ?) =0.Pourk £ 0, on a
kaGA + kBGB = 0.




— Etcomme ko+kf = k(a + ) # 0, G est aussi barycentre des points pondérés
(4, ka)et (B kf3).
On dit que le barycentre de deux points pondérés reste inchangé lorsqu’on multiplie les
deux coefficients par un méme nombre non nul.
Exemples

1) A etB sont deux points du plan tels AB = 6 cm. Placons le barycentre G des points
pondérés (4,—3)et (B, 10).
En effet AG = ———AB

—-3+10
Ez?ﬁsoitAGzL;AB
AG=1—70><6cm
AG = 8,6 cm

On peut donc placer G avec une regle graduée.

S SN N N N N N SO N

2) Placons le barycentre G des points pondérés (4, 3)et (B, —2).

En effet AG = %E

AG=—2A4B.Gestle point d’abscisse —2 dans le repére (A, B).
& | | | A B

3) Plagons le barycentre G des points pondérés (4, 3)et (B, 3).
En effet 3GA + 3GE =0
3(GA +GB) =0

GA + GB = 0. Cette relation caractérise le milieu I du segment [AB].

G=1
SEQUENCE 45
Position du barycentre de deux points pondérés, ses coordonnées et transformation de
aMA + Bm-f
Objectifs

- Déterminer la position et les coordonnées du barycentre de deux points pondérés ;




- Transformer aMA + ﬁm.

Détermination de la position du barycentre de deux points pondérés

(A,a) et (B, ) sont deux pondérés tels que o +f #0.

— Larelation 4G = %,ﬁ montre que le barycentre G des points pondérés

(A,a) et (B, B) appartient a la droite (AB).
Puis de I'égalité oGA + B@) =0, ontire GA = %G—B)

— Or lorsque « et § sont de méme signe, le nombre % est négatif, c’est a dire que

les vecteurs GA et GB sont de sens contraires et le barycentre G se trouve
nécessairement entre les points A et B.
En particulier, si « = 8, on dit que G est I'isobarycentre de A et B. G est confondu
au milieu I du segment[AB].

-B

— Et lorsque a et § sont de signes contraires, le nombre —-est positif, c’est a dire

que les vecteurs GA et GB sont de méme sens et le barycentre G se trouve
nécessairement a I’extérieur du segment [AB].
De A et de B, le point le plus pres du barycentre G est celui dont le coefficient a la
plus grande valeur absolue.
Coordonnées du barycentre de deux points pondérés
Le plan étant rapporté a un repére orthonormé (O,1,] ), on considére les points
A(xa; Ya) B(xg; Yg) et G(xg; ys) ou G est le barycentre de (A,a) et (B, ).

En choisissant M = O dans la relation aMA + ,BW =(a+f )ME, on obtient :

—_ —_— B B —
0G = —2_04 + OB.
(a+ B) (at B)
Puis, passant aux coordonnées, on obtient : x; = %ﬁx}g c = %.

Transformation de aMA4 + BW

Théoréme

(A ) et (B, B) étant deux pondérés tels que o +8 # 0 et G le barycentre de (A,e) et (B,
B).

Pour tout point M du plan, aMA + [)’ME = (at+f )m.




SEQUENCE 46
Barycentre de trois points pondérés, centre de gravité d’un triangle
Objectifs
Définir le barycentre de trois points pondérés et le centre de gravité d'un triangle
Extension des définitions et propriétés
Définition
A a), (B B) et (Cy) étant trois points pondérés tels quea +  +vy # 0, il existe un
unique point G tel que aGA + ,BG—B) + y_C) =0. Ce point G est appelé le barycentre de
(A,a), (B, B) et (Cy)etonnote G = bar{(A , a), (B,B),(C,y)} ou G =ba ‘;1 g i)
Et pour tout point M du plan, aMA + ﬁm + ym =(a+ p+ y)m.
Propriétés
1) Sil'un des coefficients des points pondérés est nul, par exempley = 0, G devient
le barycentre des deux points pondérés (A,x) et (B, ).
2) Le barycentre de trois points pondérés reste inchangé si I'on multiplie les trois
coefficients par un méme nombre non nul.
3) Lorsque le plan est muni d’un repére (0,1,] ), les coordonnées de G se calculent
en fonction de celles des points A, B et C.
Si l'on donne A(xy; ¥a) B(xg; yg) et C(xc; yc) alors les coordonnées du

barycentre G de (A,a) et (B, ) et (Cy) sont:

Xg =

axy + Pxg + yxc¢ _ ays+ Bys + vyc
a+pB+y Y6 a+p+y

Centre de gravité d'un triangle

Définition et théoréme

L’isobarycentre des sommets d’un triangle est le centre de gravité de ce triangle.
Théoreme du barycentre partiel

G étant le barycentre des points pondérés (Aa), (B, ) et (Cy)aveca + B +y#0,

sia + f# 0, en notant K le barycentre (appelé barycentre partiel) de (A,a), (B, B) alors
G devient le barycentre de (K, a2 + ) et (C ).

NB: Le choix des points A et B n’est pas obligatoire. On aurait pu choisir B et C a

condition que 8 + ¥y # Oou bien A et C a condition que @ +y# 0.




Ce résultat porte le nom de«théoreme de barycentre partiel » ou «théoréme

d’associativité ».

Aussi la notation ¢ = bal(‘; g i) rend plus opérationnel ce résultat car

Si G=ba 4 B C)etsia +,8;'-‘0alorsl(=bal‘(';1 g>etG=bar(

a By KC)'

a+ f vy
Exercice

Etant donné un triangle ABC, construis de diverses manieres le barycentre G des points

(A 2) (B, 1) et (C, 1).

SEQUENCE 47
Barycentre de quatre pondérés
Objectif
Définir le barycentre de quatre points pondérés
Définition
Aa), (B B) (Cv) et (D 6) étant quatre points pondérés tels quea + f +y + 6% 0, il
existe un unique point G tel que aGA + B@) + y&) + 6GD =0. Ce point G est appelé le
barycentre de (A,a), (B, B), (Cvy) et (D,9).
On note G = bar{(A , a), (B,B),(C,y), (D, ) }
Et pour tout point M du plan, aMA + BW + ym + 6MD = (a+ B+y+ 6)M—G).
Propriétés
1) Sil'un des coefficients des points pondérés est nul, par exemple§ = 0, G devient
le barycentre de trois points pondérés (A,a) et (B, ) (C,y).
2) Le barycentre de quatre points pondérés reste inchangé si I'on multiplie les
quatre coefficients par un méme nombre réel non nul.
3) Lorsque le plan est muni d’un repére (O,1,] ), les coordonnées de G se calculent
en fonction de celles des points A, B, C et D.
Si l'on donne A(xy; ya), B(xg; yg), C(xc; Ve )et D(xp; yp ) alors les coordonnées
du barycentre G de (A a) et (B, ), (Cv) et (D,8) sont:

ax, + Pxg + yxc + 6xp _ ays + Byg + vyc + 6yp
at+tf+y+6 ¢ a+tf+y+6

xG:

Théoréme du barycentre partiel
G étant le barycentre des points pondérés (A), (B, B), (Cy) et (D) avec




a+p+y+6#0,

sia + B# 0, en notant K le barycentre (appelé barycentre partiel) de (A,a), (B, B) alors
G devient le barycentre (K, a + ),(Cy) et(D)5).

Si de plusy +6 # 0, en notant J le barycentre de (C y) et (D,5) alors G est barycentre de
(Ka + p)etde ]y +95)

SEQUENCE 48

Résolution des problémes d’alignement de points

Objectif

Résoudre des problémes d’alignement des points

Probléme

ABCD est un parallélogramme. On définit les points P et Q par:
- AP = 4D
— Qestle symétrique du milieu I de [AB] par rapport a A.

Montre a I’'aide du calcul vectoriel que les points P, Q et C sont alignés.

Solution

fg g’f

— En effetP—Q) = PA+ m (relation de Chasles). OrPA = —%E etA—Q) = %E

)

PQ = 224D + 2 4B.
3 2
CQ = CB + BQ(relation de Chasles). Or CB = —AD et BQ = ;E
CG = -AD +—AB

= 3P—Q). Les points C, P et Q sont donc alignés.

Probléme

ABCD est un parallélogramme. On définit les points P et Q par :

—_

- AP=§E




— Qestle symétrique du milieu I de [AB] par rapport a A.
Démontre I'alignement des points P, Q et C a 'aide du barycentre en montrant que P est

le barycentre de (Q, 2) et (C, 1).

Solution

Choisissons le triangle ABD dans lequel nous allons travailler pour exprimer chacun des

points P, Q et C comme barycentre des points A,B et D.

— Sur la figure précédente, par lecture directe, P = bar {(4, 2), (D, 1) } et

Q=Dbar{(4,3),(B,-1)}

— Par le calcul vectoriel, comme ABCD est un parallélogramme, CA=CB+CD
CA-CB-CD =0
C =bar{(4, 1),(B,—1),(D,—1) } ou bien, en multipliant les coefficients de A, B et D
par (-1),

C=bar{(4,-1),(B,1),(D,1) }.

En regroupant Q = bar {(4, 3), (B,—1) } et C =bar {(4,—1),(B,1),(D, 1) }, on tire

P =bar{(4,2),(D,1) }et P=Dbar{(Q,2),(C,1)}. Les points P, Q et C sont alignés.

SEQUENCE 49
Résolution des problémes de concours de droites
Objectif

Résoudre des problémes de concours de droites

Probléme
Soit ABC un triangle. On désigne par |, ] et K les points tels que : Al = gﬁ ;
G = LTB et R = XTA.

Démontre que les droites (A]), (BK) et (CI) sont concourantes.




Solution

En effet Al = éZﬁ

1 —
_EAB ) I =bar {(A' 2)' (Bl 1) }
— 1—
Cj = >CB

1 ==
_ECB :] - bar {(BI 1): (Cl 3)}
oK - 17

2 —

Posons G = bar {(4,2),(B,1),(C,3)}. En appliquant trois fois le théoréme des

barycentres partiels a G, on obtient :

G=bar{(,3),(C,3) };

G=bar{(4,2),(,4)}

G = bar {(B, 1), (K,5) } Par conséquent les droits (IC); (A]) et (BK) sont concourantes

au point G.

SEQUENCE 50

Lignes de niveau des applications : M +— MA? + MB? etM +— MA? — MB?
Objectif

Déterminer les lignes de niveau de 'application : M — MA? + MB?
etM— MA? — MB?

Définition des lignes de niveau

k estun réel et fune application du plan dans R.




On appelle ligne de niveau k de l'application f, I'ensemble (E} ) des points M du plan tels
que (M) = k.

Propriété 1

A et B étant deux points donnés du plan et fl'application du plan dans R définie par
(M) =MA? + MB2.

On désigne par I le milieu du segment [AB], la ligne de niveau k de I'application f est :

— soitvide;

— soitréduit au seul point I ;

— soit le cercle de centre I et de rayon a déterminer.

Exercice

A et B sont deux points du plan tels que AB = 2.

Détermine et trace, si possible, la ligne de niveau k& = 3 de 'application fdu plan dans R

définie AM) = MA? + MB?,

Propriété 2

A et B étant deux points donnés du plan et fl'application du plan dans R définie par
(M) =MA? — MB2.

On désigne par I le milieu du segment [AB] et par H le projeté orthogonal de M sur
(AB); la ligne de niveau k de l'application f estla droite perpendiculaire a (AB) et

passant par le point H tel quem 24B=k

Exercice

A et B sont deux points du plan tels que AB = 4.

Détermine et trace les lignes de niveau kde I'application fdu plan dans R définie

AM) = MA? — MB?pourk=1,k=-2,k=4.




SEQUENCE 51
Lignes de niveau de I'application : M +— aMA? + BMB? etM — MA.MB
Objectif
Déterminer les lignes de niveau des applications : M — aMA? + SMB? et M — MA.MB
Lignes de niveau de I'application : M +— aMA? + BMB?
Propriété
A et B sont deux points distincts du plan, a et 8 deux réels non tous nuls et fl'application
du plan dans R définie par f(M) = aMA? + BMB?.
— Sia+ B # 0, on désigne par G le barycentre des points pondérés (4, a) et (BS),
la ligne de niveau k de l'application fest :
- vide;
- leseul point G,
- ou bien le cercle de centre G et de rayon a déterminer.
— Sia+ [ =0, laligne de niveau k de I'application f est une droite perpendiculaire
a la droite (AB).
Exercice
A et B sont deux points distincts du plan. Détermine I'ensemble des points M tels que
2MA? —3MB? = 2.
Lignes de niveau de I'application M — MA.MB
Propriété
A et B étant deux points distincts du plan et fl'application du plan dans R définie
par f(M) =MA.ME.
La ligne de niveau k de l'application f: M +— MA.MBest:
—  soitvide
— soit réduite au seul point I milieu de [AB] ;
— soit encore le cercle de centre [ et de rayon a déterminer.
Exercice

A et B étant deux points distincts du plan tel que AB = 2, détermine la ligne de niveau &

= 3 de I'application fdu plan dans R définie par {/M) =MA.MB.




SEQUENCE 52
Lignes de niveau des applications : M — AM.AB etM — %

Objectif

MA

Déterminer les lignes de niveau des applications : M — AM.AB etM — B

Lignes de niveau de I'application M — AM.AB
Propriété
A et B étant deux points distincts du plan et fl'application du plan dans R définie
par {(M) =AM.4B.
La ligne de niveau k de l'application f: M +— AM.AB est une droite orthogonale a (AB).
Exercice
A et B sont deux points distincts du plan. Détermine la ligne de niveau de k = 2 de
I'application
f: M— AM.AB.
Lignes de niveau de I'application M — %
Propriété
A et B sont deux points distincts du plan, k un réel strictement positif et f'application du
plan dans R définie par f{(M) = %.
La ligne de niveau k de I'application fest :
— La médiatrice du segment [AB]sik =1 ;
— Le cercle de centre G, barycentre des points pondérés (4, 1) et (B, —k?) si k # 1.

Lecon : les vecteurs
SEQUENCE 53

Points et vecteurs de I'espace
Objectif
Rappeler les généralités sur les points et les vecteurs
Généralités
A tout couple de points (A,B) de I'espace (£), on associe le vecteur AB .
- L’égalité AB =DC signifie que ABCD est un parallélogramme.
- Soit O un point de l'espace, pour tout vecteur i, il existe un point M unique de

() tel que OM = 1.




- La norme d’un vecteur u se définit comme la distance AB. (A,B) est un couple tel
que AB = 1, ||Z§|| = AB.

- Pour tout point M de (€), le vecteur MM est appelé vecteur nul et noté 0 et 'on
aAB = 0 si et seulementsi A = B.

- La direction d’'un vecteur 1 non nul est I'ensemble des droites paralléles (AB) ol
AB =1i.

- Deux vecteur i et 7' (non nuls) dont les directions sont orthogonales sont dits

orthogonaux. On note i L v.

Exemples

~ Sid=OMet® = ON alors i L ¥ signifie que OMN est un triangle rectangle en O.
- Lorsquei = PR et = RS.
L'orthogonalité de uetv se traduit par« les droites (PQ) et (RS) sont
orthogonales ».

Ainsi, avec un parallélépipéde rectangle ABCDEFGH, nous avons AB 1 CG ; AB 1 ﬁ;
EA 1L BC;GF 1 GH.

H: .
DT T /C
A B
SEQUENCE 54

Parallélisme de I'espace

Objectif

Déterminer un couple de vecteurs directeurs d'un plan et des vecteurs coplanaires
Couple de vecteurs directeurs d'un plan

Pour définir un plan, il suffit de choisir 3 de ses points non alignés.




A ces points A, B et C, un point associe les vecteurs non colinéaires AB et AC.
On dit que le couple de vecteurs (Zﬁ, A—B)) est un couple de vecteurs directeurs du plan.

De maniére générale, dire que deux vecteurs non colinéaires u = CD et ¥ = EF forment
un couple de vecteurs directeurs du plan (P) signifie que chacune des droites (CD) et
(EF) est parallele a (P).

Ainsi, on peut définir le plan (P) en choisissant I'un de ses points, A par exemple et un
couple de vecteur (i, ¥) et on note ce plan (A, U, V).

A est un point de (&) et (4, ¥) un couple de vecteurs non colinéaires.

Vecteurs coplanaires

Définition

U,V etw sont des vecteurs de I'espace (€), O un point quelconque de (€) et A, B, C les
points définis parm) =14,0B=%0C=w.

On dit que les vecteurs, v etw sont coplanaires lorsque les points O, A, B et C sont dans

un méme plan.

Remarque
— Deux vecteurs sont toujours coplanaires ; il existe toujours un plan contenant 3
points.
— Siuet Vsont colinéaires, quel que soit le vecteur w, les vecteurs U,V et w sont
coplanaires.
Théoréme

—_ - . s = —
U et v sont deux vecteurs non colinéaires etw, un vecteur quelconque.




Les vecteursu,V etw sont coplanaires si et seulement si il existe deux réelsx ety tels

quew = xi +yv.

Mﬂ | — -
gfféﬁ g\\\ # é’f R

Méthode

Pour démontrer que trois vecteurs U, U et wsont coplanaires, on peut démontrer :
- que deux d’entre eux sont colinéaires

- oubiensiu etv, par exemple, ne sont pas colinéaires, que W =xu + yv.

SEQUENCE 55

Interprétation vectorielle du parallélisme de I'espace

Objectif

Interpréter vectoriellement le parallélisme dans I’espace

Parallélisme deux droites

Dire que deux droites sont paralleles équivaut a dire qu'un vecteur directeur de 'une est
un vecteur directeur de l'autre.

Pour démontrer que deux droites (AB) et (CD) sont paralleles, on peut démontrer que

AB = £CD (# étant un nombre réel).

Parallélisme d'une droite et d’'un plan

Pour démontrer que la droite (D) est parallele au plan (P), on peut démontrer que le
plan (P) contient deux points A et B tels queZE = U ou U est un vecteur directeur de
(D).

Sil'on connait un couple de vecteurs directeurs de (P), U et W, le vecteur AB s’écrit




AB = aii + bw.

Démontrer que (D) est paralléle a (P) revient donc a démontrer que 1'on peut écrire :

U = au + bw, avec a et b des réels.

Parallélisme de deux plans

Pour démontrer que deux plans sont
paralléles, on peut démontrer qu'un couple de
vecteurs directeurs de I'un des plans est un
couple de vecteurs directeurs de I’autre plan.

Réciproquement, si I'on sait que deux plans
sont paralléles, on peut dire que tout couple de
vecteurs directeurs de l'un est un couple de

vecteurs directeurs de 'autre.

SEQUENCE 56
Repérage d'un point de I'espace
Objectif

Orienter 'espace

/ /”

=
</

Orientation de I'espace : Régle du bonhomme d’Ampére

(0,1, ], K) estun repere de ’espace.

Un « observateur d’Ampere » pour ce repére, est un personnage placé
le long de (OK), les pieds en O, la téte en K fixant le point I.
Si ] est a gauche de 'observateur comme 'indique la figure ci-contre,

on dit que le repere (O, I, ], K) est direct si ] se tourne a sa droite, le

repere est dit indirect.




Remarque

L’ordre dans lequel sont donnés les points (ou les vecteurs) est fondamental pour la
détermination du sens du repere.

Orienter un espace , c'est décider de distinguer deux types de repéres : le repere direct

etle repeére indirect.

Exercice
(o}
Détermine I'orientation des reperes suivants:
(0, 0B, 04,0C); (0, 04, 0C, 0B);
(0, C, A, B);(0,B,C,A) et (0,C,B,A).
B
[¢]
A
Remarque

Dans la suite de la lecon, sauf indication contraire, tout repere de I’espace donné sera

considéré comme direct.

SEQUENCE 57

Coordonnées d'un point de I'espace

Objectif

Déterminer les coordonnées d'un point de I’espace

0 est un point de I'espace, I, J et % sont trois vecteurs non coplanaires.

Soit m le point projeté de M sur le plan de repere
(0, T j) parallelement a (0,£) etm’le point
projeté de M sur (o, JZ) parallelement au plan de
repére (0, 1, ).

OnaOM = om + mM

—_—

=om + om’

= x1 + yj car m est dans le plan (O, 1, ).




m' € (o, %) donc il existe z réel tel que om’ = z£k.
Finalement OM = x7 + yj + z/4.

On admet que le triplet (x, y, z) est unique.

Théoréme

(0, T, j, #) est un repére de I'espace.

Pour tout point M de I’espace, il existe un unique triplet (x, y, z) de réels
tels que OM = xi + yJ + z#k.

On dit que (x,y, z) est le triplet de coordonnées de point M ou du vecteur OM dans le

—

repére (0, 1, J, ).

X
On note M(x, y, z) ou (y)
z

e x estl’abscisse de M
e yestl'ordonnée de M

e zestlacote de M.

Exercice

-

Place les points suivants dans le repére (0, 1, J, £):
1 -1 3

Al-1);Bl 2 |;C[4]
2 1 5

SEQUENCE 59

Barycentre de points pondérés dans ’espace
Objectif

Déterminer le barycentre de points dans I'espace
Théoréme et définition

Soit A, B, C trois points a, 8 et y trois réels tels quea + f + y # 0.




—

Il existe un unique pointG tel que aGA + Bﬁf +yGC = 0 et pour tout point M de
l’espaceam + [)’ME + ym =(a+p+ y)m.
Ce point G est appelé barycentre des points pondérés (A, ) ; (B B) et (Cy).
Propriété
(0, L] 7(:) est un repére de l'espace, A, B et C sont trois points de [l'espace de
coordonnés respectives (3&4); <YB> et <}’c> , o, ety trois réels.
Zy Zp Zc
Les coordonnés de G, barycentre des points pondérés (A, &) ; (B B) et (C y) sont

a+ f+y
| aya+BBatyyc |

a+ p+y !
\azA+ﬁzB+yzC/
a+ B+y

Lecon : Etude analytique des droites, cercles et plans

axA+ﬁxB+yx(;\

SEQUENCE 60

Equation cartésienne d’'une droite dans le plan

Objectif

Déterminer I'équation cartésienne d'une droite

Propriété

Dans un repére (0,1,7) du plan, toute droite admet une équation cartésienne de la forme
ax + by + ¢ = 0; a et b étant deux réels dont I'un au moins n’est pas nul.
Réciproquement, toute équation de la formeax + by + ¢ = 0 (a et b réels non nuls) est
celle d’une droite de vecteur normal(Z),

Exemple

Soit (D) une droite d’équation de la forme 3x —y + 1 = 0.

On se propose de déterminer une équation cartésienne de la droite (A) passant par

A (_21) et perpendiculaire a (D).

(A) étant perpendiculaire a (D), tout vecteur directeur de (D) est un vecteur normal a

(A). Donc ﬁ(;) est normal a (A).

Le point M (X) € (D) < AM.i=0 x+1+3(y—2) =0
Soitx +3y —5=0.




(A):x+3y—-5=0.
Remarque

Tout vecteur normal a (D) dirige (A) donc ﬁ(i) dirige (A)

et M (;) E) & det(m, 1) = 0 et on retrouve la méme équation.

Exercice
soit A() et B().

Déterminer une équation de la médiatrice du segment [AB].

SEQUENCE 61
Représentation paramétrique d’une droite dans le plan
Objectif
Donner une représentation paramétrique d’'une droite dans le plan
Représentation paramétrique
. . XA . —-ra
Soit (D) une droite passant par A(yA) et de vecteur directeur u(b).
On se propose de déterminer une représentation paramétrique de (D).
M (;) € (D) & AM colinéaire 7.
& At eR,AM = t.i

Ona AM (;:;ﬁ) et u(})

— — =t

AM = t.ﬁ(:){;i_x‘: _ tZ(t €R)
X =Xx4+ta
{yzyA+tb(tER)'

Propriété

La représentation paramétrique dune droite passant par un point A(;ﬁ) et de vecteur
. —=fa ;
dlrecteuru( b) est:

X =x4tta
{y=yA+tb(t€R)'




Exemple

Déterminer une représentation paramétrique d’'une droite (L) de vecteur normal ﬁ(“;)

passant par A(i)

SEQUENCE 62

Equation normale d’une droite dans le plan

Objectif

Donner une équation normale d'une droite dans le plan

Equation normale d’une droite

Le plan étant rapporté a un repére (o,1,]), soit (D) une droite et 9,

une mesure de I'angle (7, 7) ol 71 est un vecteur normal a (D).

|

Considérons le vecteur ¥ = ¥ est unitaire et colinéaire a 71 donc

I’

SL

->Cos0
Sin@ /"

U est un vecteur normal a (D) donc (D) :(CosO)x + (Sinf)y + ¢ =

0.(cétant un réel a déterminer).

Propriété

Le plan étant rapporté a un repere(o,1, ), soit (D) une droite, 1 un vecteur normal a (D)
et0 une mesure de l'angle orienté (?,/ﬁ)

(D) admet une équation cartésienne de la forme (Cos0)x + (Sinf)y + ¢ = 0. (¢ étant un
réel).

Cette équation est appelée équation normale de (D).

Exemple

Soit (D) la droite passant par A(_Zl) et de vecteur directeur 17(\/15)

1
v (j—) est un vecteur unitaire normal a (D).

(D) admet donc pour équation normale ;x + \/;y +c=0.

Et comme A(_Zl) € (D) alors %x (-1 +§x 24+c=0.
=13

D’ou (D) a pour d’ equatlon X +—= y + -—+3=0.

88




Méthode

Etant donnée une droite d’équation cartésienne ax + by + ¢ = 0.

Pour trouver son équation normale, il suffit de diviser membre & membre par vVa? + b?,

on obtient une équation normale :

a b c
x+ +
Va2+b?2 Vazioz? T Ve

= 0.

SEQUENCE 63

Distance d’un point a une droite dans le plan

Objectif

Déterminer la distance d’'un point a une droite dans le plan
Définition -
Soit (D) une droite, A un point du plan et H le projeté
orthogonal de A sur (D).

AH est appelé distance du point A a la droite (D).

Propriété

SoitA (;‘;) un point du plan et (D) une droite d’équation
normale (cos8)x + (sinf)y + ¢ = 0.

On a d(AD) = |xycos0 + y,sinf + c|

Démonstration

Soit H le projeté orthogonal de A sur (D) etM (;) un
point quelconque de (D).

(%) est un vecteur unitaire normal a (D).

sinf

OnaAH.% = AH X ||1?||cos(ﬁ, ?)

AH.% = AH car AH et % sont colinéaires et ||B|| = 1.
Soit AH = |ﬁﬁ| = |(x — x¢)cos0 + (y — yo)siné|

|(cosB)x + (sinf)y — x,cos6 — y,sinf|
Or M € (D) donc (cosB)x + (sinf)y +c =0

Donc AH = |—xycos6 — yosinf — c| = |xycos8 + sinf + c|.




Remarque

Le nombre |c| désigne d(0, D) (O étant I'origine du repére).

Propriété

Soit A (i g) un point et (D) une droite d’équation cartésienneax + by + ¢ = 0.

laxg+byo+c|
Onad(A,D) = —F——
(A,D) o
Exercices

1) Déterminer une équation normale de la droite (D) passant par le point A(i) etde
vecteur directeur U ﬁ)

2) Déterminer la distance du point B(g) ala droite (D).

SEQUENCE 64

Equation cartésienne d’'un cercle dans le plan

Objectif

Déterminer une équation cartésienne d’'un cercle dans le plan

Cercle défini par son centre et son rayon

Soit (C) un cercle de centre Q(Z) et Ve %‘%

de rayon 7. i Pl

x
M( )EC’(E).QM=4’

y 3 3
S kx-a)?+@y—a)i=r2. \\J

Cercle défini par un diameétre

Soit A et B deux points distincts du plan et (C) le cercle de diametre [AB].
ME€EC e MAMB=0.
Exemple
Dans le plan muni du repére orthonormal (o,71,}), on donne A(;) et B(f_))
a) Déterminer une équation cartésienne du cercle passant par B et de centre A.

b) Déterminer une équation cartésienne du cercle de diametre [AB].




SEQUENCE 65

Représentation paramétrique du cercle de centre O, origine du repére

Objectif

Donner une représentation paramétrique du cercle de centre O, origine du repere

Cercle de centre O, origine du repere

Soit (C) un cercle centré en O et de rayon 7.

M(;)E(C)@Oszr

2 2

<:>x2+y2=4~2<:>(;) +(%) =1

X

< 30 € R, cosf = —etsinf = Y
vl vl

& 36 € R, x = rcosf ety = Sinf IR R T RN I AR

Propriété

La représentation paramétrique d’un cercle de centre O et de rayon r est :

X = 7 cos0
{y = 7sinf (6 €R).
Exemple

Soit (€) un cercle d’équation cartésienne x? + y? = 9.

x = 3cos6
y = 3sinf

Sa représentation paramétrique est {
SEQUENCE 66

Représentation paramétrique du cercle de centre quelconque

Objectif

Donner une représentation paramétrique du cercle de centre quelconque
Cercle de centre quelconque

Soit (€C) un cercle de centre Q(Z) et de rayon 7.

On sait que son équation est :

(x =)+ (y = b)? = 7

X — ay2 —b\?
Y (5 -
7 r
@HHER,cosazx;—aetsinezyT‘b




(:){ x = rcosf + a
y =sinf + b (6 € R)

Propriété
La représentation paramétrique d’un cercle de centre () (Z) et de rayonr est:

x = 7cosO + a
{y = rsinf + b (6 €R).

Exemples

1) Déterminer une représentation paramétrique du cercle de diametre [AB] avec A(_32)
et B(i)

. . . . - , . (x=2cos8 +a
2) Déterminer une équation cartésienne de cercle d’equatlon{

y = 2sinf + b @ €R).
SEQUENCE 67

Etude dans I'espace : plans de I'espace

Objectif

Définir un vecteur normal a un plan et utiliser ses propriétés

NB : Les calculs dans l'espace se font de la méme fagon dans le plan, notamment le calcul
de coordonnées de vecteurs, de distance entre deux points, du produit scalaire dans une

base orthonormée

Définition

Soit (P) un plan de I'espace, de vecteurs directeursu etv. 7’

On appelle vecteur normal a (P) tout vecteur non nuln

orthogonal a1 eta v. (e

Remarque

— Si7est normal A (P), il est un vecteur directeur de toute
droite (D) orthogonale a (P). B T .

— Si#i est normal a (P), pour tous points M et N de (P), | /
L , —
n L MN. f xﬁw’”ﬂz H f

— Un plan possede une infinité de vecteurs normaux tous = ; /
colinéaires.

Propriété 1
Si A est un point de I'espace etn, un vecteur non nul, il existe un et un seul plan passant

par A et de vecteur normal.




Propriété 2
Soit (P) un plan, il un vecteur normal a (P) et A un point de (P).

Pour tout point M de l'espace, Me (P) < AM L7

SEQUENCE 68

Equation cartésienne d’'un plan de I'espace

Objectif

Déterminer une équation cartésienne d’un plan de 'espace

Equation cartésienne d’'un plan de I'espace

Z0

=f(a i
n(b).
c

Soit (P) un plan passant par A(’;‘;) et de vecteur normal ‘ \ A

M(%‘)E(P)(:WJ_H \\

& AM.i=0

S alx —x) +b(y —yo) +c(z—2) =0

Sax+by+cz+d=0avecd = —axy, — by, —cz;,.

Propriété
Soita, b, ¢ des réels tous non nuls.

a
b

— Tout plan de vecteur normali ( ) a une équation cartésienne de la forme :
[

ax+by+cz+d=0.

/

d(A,P) = AH

— Réciproquement, toute équation de la formeax + by + cz+d = 0 est celle d’un

plan de vecteur normaln (%)
c




SEQUENCE 69
Distance d'un point a un plan de I'espace et représentation paramétrique
Objectifs
- Déterminer la distance d’'un point a un plan de I'espace ;
- donner une représentation paramétrique d’'un plan de I'espace
Distance d’un point a un plan de I'espace
Propriété
Comme établi dans le plan, la distance d’un point A(’;g) a un plan (P) de [l'espace
A0
. B L, . _ __ laxg+byg+czo+d|
d’équation cartésienne ax + by + cz +d = 0 estd(A,P) = BN
Exemple
2 =[5
(P) estle plan passant A(_l) et de vecteur normal n ( 2 )
3 -1
a) Déterminer une équation cartésienne de (P)
b) Déterminer la distance du point B(?) au plan (P).
2

Représentation paramétrique d’un plan de I'espace

On sait qu'un plan (P) est défini par un point et deux vecteurs directeurs.

M e (P) < 4M = Aii + ui ob A(;‘g) i (9)
zo

etﬁ(g:)
X =X+ Aa + ua

Alors: {y =y, + Ab + ub'( (4, 1) € R?) est
Z=2zy+ Ac + uc'

une représentation paramétrique du plan P.
Propriété
La représentation paramétrique d’un plan passant par A (’;g) et de vecteurs directeurs
Z0
X =X+ Aa + pa
- f(a > (ar _ ! 2
() etv () estdy = yo + Ab + ub’ (4, 1) € R?).
< zZ=2zy+ Ac + uc'




Exercice
Soit A(_13),ﬁ, U et W sont les vecteurs définis par :
2
U=71—j+2k,B=1—] etw =] + 2k.
1) Déterminer une représentation paramétrique de la droite passant par A et dirigée par
uU.

2) Déterminer une représentation paramétrique du plan (4, v, w).

SEQUENCE 70
Représentation paramétrique d’une droite de I'espace
Objectif

Donner une représentation paramétrique d'une droite de I'espace

Soit A(’;g) un point de I'espace

Z0

Etu (‘;) un vecteur directeur d’une droite (D).
M(’y‘) € (D) & AM colinéaire a i

& At e R AM = tii

X =Xxg9+ta
Or AM (’;:;‘g) AM = ti {y =y, +th(t €ER)
z=2o zZ=2zy+ tc
Propriété

Dans l'espace muni d’un repére (O, 1,7, 72), une représentation paramétrique dune
droite (D) passant parA(fﬁ) et de vecteur directeur i (‘Z) est:
b4 c

X =Xxy+ta
y =y, +tb(t €R).
zZ=2zy+tc

Remarque
Comme le choix du vecteur n’est pas unique, une droite peut avoir plusieurs

représentations paramétriques.




SEQUENCE 71

Détermination d'une droite a partir de deux plans
Objectif

Déterminer une droite a partir de deux plans
Exemple

(P) et (Q) sont les plans d’équation respectives.

x+y—2z+1=0etx—y—2z+4=0
Montrons qu’il existe une droite intersection de ces deux plans. Si un point M(ﬁ)
z

appartient a une telle droite alors,

{x+y—22+1=0
x—y—z+4=0

{x+y—22+1=0(1)
x—y—z+4=0(2)

2x —3z+5=0

On résout ce systeme

3 5
¥=2772
Donney =x—2z+4
=37-2_7+4
2 2
1 3
y = EZ +E'
Posons z =1
x =§/1—§
Ona y = 11 +2 (4 €R)estune equation de la droite intersection de (P) et (Q).
2 2
z=21
Remarque

On peut poser comme parametre x = A pour trouver y et z en fonction de A ou poser
comme parameétre y = A pour trouver x et z en fonction de 4.

Dans tous les cas, les représentations paramétriques qu’on trouve sont équivalentes.
Exercice

x+2y+5z2+6=0

On donne le systéme (S) suivant : { y+3242=0




a) Montrer que I'ensemble solution du systeme (S) est 'ensemble des triplets de la
forme {(—2+1; —2—-31; 1) 1 € R}.

b) Pour les valeurs suivantes de 4, place les points correspondants dans le plan muni
du repere (0,7,7, E) et vérifier que ces points sont alignés :

A=1;1=0¢etd=-2.

SEQUENCE 72
Orthogonalité dans I'espace
Objectif
Déterminer des droites orthogonales dans 'espace
Orthogonalité de deux droites
Définition
On dit que deux droites (4) et (4") de l'espace sont orthogonales lorsque leurs paralléles
passant par un point quelconque sont orthogonales dans le plan qu’elles déterminent.
Théoréme
Deux droites de vecteurs directeurs respectivesietv sont orthogonales si et
seulement sit . v = 0
Orthogonalité d’'une droite et d'un plan de I'espace
Définition
On dit qu’une droite (A) et un plan (P) sont orthogonaux lorsque (A) est orthogonale a
toute droite de (P).
SEQUENCE 73
Parallélisme de deux plans de I'espace
Objectif
Déterminer des plans paralleles dans I'espace
Propriété
Deux plans (P) et (P’) d’équations respectivesax + by +cz+d =0
eta'x +b'y+ c'z+d = 0 sont paralléles si et seulement si leurs vecteurs normaux
respectifs (‘é) et(‘é;’) sont colinéaires ; c’es-a-dire :
a=2a'

JAER D = Ab
b=Ac




Exercice

(P), (Q) et (R) sont les plans définis par:

P)x—y+z+2=0 (Q:2x+y—z=0et(R):—4x—-2y+2z+1=0.
Vérifier que (P) et (Q) sont orthogonaux et que (Q) et (R) sont paralléles.

Exercices d’entrainement de la compétence de base 1 du premier trimestre
Exercice 1

On donne Ax) =— [x| et g(x) = —

1) fetgsont-elle égales?

2) Déterminer la plus grande partie E de Rsur laquelle f et g ont la méme

restriction.
Exercice 2
. 3x2-2x—1
On donne la fonction A x) = —

1) Déterminer I'ensemble de définition Dy de £
2) Déterminer une application affine ayant méme restriction que fa Dy.
Exercice 3

fet gsont deux fonctions de R vers R.

Dans chacun des cas suivants, déterminer les fonctions 2/—3g; fx g et i.

1) ()= et gx) =22,
2) f(x) == etg )—",E’; 2,

X

3) f(H=—% et 8(x) = 4.

Exercice 4
Le plan est muni d’'un repére orthonormal (O; I; ]). Soit fla fonction définie de R vers
R par fx) = x* — 2x et (Cy), sa courbe représentative.
1) Démontrer que pour tout xreel, fx) = (x — 1)% -
2) En déduire que (Cy)est I'image de lla paraboled’équation y =x?par une
transformation simple que I'on déterminera. Construire (Cy).
3) On considére les fonctions f;; f5; f5 et f, définies par f;(x) = f(—x);
fL(x)=—f(=x) ; fz(x) = |f(x)| et fL(x) =f(x+1)+2. Construire les

courbes représentatives de chacune des fonctions f;; f5; f; et f,.




Exercice 5

Le plan est muni d’'un repére orthonormal (O; I; ]). Soit fla fonction définie de R vers

R par Ax) = % et (Cr), sa courbe représentative.

1) Déterminer I'ensemble de définition Dy de £

2) Déterminer les nombres réels a et btels que, pour tout x élément de Dy,
f(x) = x;‘_‘3 +b.
3) En déduire que (Cy) est une hyperbole dont on déterminera le centre.
Construire (Cy).
Exercice 6
Le plan est muni d'un repere orthonormal (O; I;]).
Dans chacun des cas suivants, tracer la courbe représentative de la fonction fet en
déduire la courbe représentative de la fonction g

1) Ax)=-3x%etg(x)= -3x*+2x+1;

3—4x

2) ) =—etg(®=""—;
3) Ax)=+vxetgx)=3-V2—x.

Exercice 7

x%41
x243°

f estla fonctions de R vers R définie par fx) =
1) Déterminer les nombres réels a et btels que pour tout nombre réel,
fx) =

2) En déduire que fest bornée sur R.

a

i3 + b.

Exercice 8

x+1

fest la fonction définie par f(x) = —.

Démontrer que V x € ]1; + o[, {x) > Vx + 1.

En déduire la limite de fen + oo.

Exercice 9

fétant une fonction donnée, calculer la limite de fen — o eten + oo:
1) Ax)=5x3—-2x2+7;
2) x)=-x*—3x%+x;

3) %)=

4+3x,
- x+3’




4 +3x_

4 9=

5) I(X) 2x3+3’
6) M) ="
7) fx) =22,

8) ix)=x 4+ 2+ Vx?—-3x+1;
9) Ax)=Vx2+x— Vx2+1;
10)  A9=22

Vax2+3'
Exercice 10

fétant une fonction donnée, calculer la limite de fen x,(éventuellement a gauche ou a

droite de x;) :

1) f( )_ 1)2' = 1;

2) M9 =%
3) f( )_ 1)2' = 1;

Xo = —3;

x%2+3x -4

Y )=—F75—%=1
9
5) ) =55 % =9
6) fx) =" x = 2
x\/_ 8.

7) fx)= =4
Exercice 11

Dans chacun des cas suivants, calculer la limite en 0 de la fonction £:

D) fR)=o—;

sinx

2) f( ) — tanx .

3) f(x)= ﬂ + tanx ;

sin3x

4) f(x)=-;
5) f()_tan3x_

6) f(X) — sin5x ;

sin3x




7) f(X) _ sin3x ;

XCoSsXx

. T 1
sm(x+ E)_ 2

8) f(x)=
Exercice 12
fétant une fonction donnée, étudier la continuité de fen x, :

1) Ax)=x%>—-3x+5etxy=2;

2) Ax)=V9—xetxy=9;

3x2-5x-7
3) 1‘(X)=metx0 =1;

2

4) fx) =J;—+_39etx0 = —3.
Exercice 13
Dans chacun des cas suivants,

e calcule le nombre dérivé de la fonction fen xp;

e donne une équation cartésienne de la tangente a la courbe de £

a) f:x—>x xp=1 ) Fix—2Vx—1 xp=3

b) £ix— 2 x=2
Exercices 14
Dans chacun des cas suivants, justifie que f est dérivable sur R et dresse son tableau de
variation :

a) fx)=x3-3x;

b) f(x)=2x3+5x2+6 ;

C) f(x)=x2(x—1)3

d) feo="+;

e) fx)=xt—4x;

D) fx)=1- x3- x5

g f)=——

h) fx)=——

x2+x+1"
Exercice 15

Dans chacun des cas suivants, étudie les variations de fsur I'intervalle I indiqué :

a) fx)=x+=,; I=] 0,4 [;




b) fx)=x+2;1=] 0, +oo];

o) fx) =x(1-x); I=R

d) fix) =3—cos?’x; I=[0,m];

e) f(x) =2sinx— sinZx; 1=[ 0, g]

x-=5

D 109 =75

g fx) =2x- 1+—— I=|-2,+» |,

3
x+1”

I=]-1, 40 |,

h) f(x) =x- #x ; I=]0,+oo |,
D) fx) =x (e 1); 1=]0, +o0 [;
P %) =(x*-1)% I=R;

k) f(x) = (x2— 3x+4)?; I=R.

Exercice 16
Dans chacun des cas suivants :
e Précise '’ensemble de dérivabilité de la fonction £;
e Détermine la dérivée de f et étudie son signe ;
e Dresse le tableau de variation de £
a) f(x)=x’+x;
b) f(x)=x°+3x°+1;

c ) f(X ) — 22x_+x5;
d) flx) =21
e) (x)=v2—3x

H f(x)=x—/x

Exercices d’entrainement de la compétence de base 2 du premier trimestre

Exercice 1

Soient f une application d'un ensemble E vers un ensemble F, et g une application de F

vers un ensemble G. Montrer que :
a) sigofestinjective, alors fest injective ;
b) si gofest surjective, alors gest surjective ;

c) sigofestinjective et finjective, alors gest injective ;




d) sigofest surjective et ginjective, alors fest surjective

e) sigofetogsont bijectives, alors fet g sont bijectives.

Exercice 2
Dans chacun des cas suivants, dire si 'application fest injective :
a tN—Z ;bpbfR—>R ; ¢ £RXR— R
x- 2x — 3 x— 2x°+1 xy)=x+y

Exercice 3
Dans chacun des cas suivants, dire si 'application fest surjective :

a) fZ—-N ;b frR—>R, ; ¢ iR\ {1} — R;

x- 2|x| x— 2x2+1 X i—j
dffR— R
x> /x.
Exercice 4

Dans chacun des cas suivants, démontre que I'application f est bijective et détermine sa
bijection réciproque.
a) R— R ; b) R\ {2} = R\ {2}

4x—-1
2x—4

x— 5 —3x

b) f: RXR — RxR
xy) v (x—2y;x+3y)

Exercice 5
Etudier, suivant les valeurs du réel x, le signe de la fonction f dans chacun des cas
suivants :

1. f(x)=x?>-11x+10

2. f(x) =-3x>+4x+4

3. f(x)=-3x2+x-2

4, f(x) =—-9x2+12x— 4

x%+4x-21
5. f(x) T —2x249x+5
3x2+5x-2
6. f(x) T 6x2-23x+7




Exercice 6

Résoudre dans R :
1. (2x2—2xV5+1)(-2x2=9x +5) > 0
2. 2x-3)?-2x-3)x*+x+1) <0
3. Bx+2)2<(x?2+5x+2)2
4, (3x%? —x+1)2 = (2x% + 9x — 4)?

x%—-6x-7
5—-2x

<0

x%+2x-15
—x242x+5

3x2-6x+4
2x2—x—-1

>0

Exercice 7

Résoudre dans R

1. V3x2—11x—21=2x -3
2. 2x+1+V-7x-5=7
3. Vx+2+V3x—-5=7

4, V2x+5—-Vx—-4=1
5
6
7

CAVSx+9—-Vx—4=+/3x+1

. X%+ 2x —8=+4x3—3x2 —-32x + 28
CV2x2—x+m=x—-1 meR

Exercice 8
Résoudre dans R? :

{x+y=5 {x+y=4
2x2 —3xy+y—7x =13 x2+yr—xy=7

{ xy? + x%y = =30 { x2+y?2—-2x—-3y=9
xy+x+y—7x=-3 3x2+3y2—x+5y=4

{x2+y2—4x—10y=—21
2x2—x—y=-3

Exercice 9

Résoudre chacun des systémes suivants:




x+2y—z=8 x+y—z=3 2x—y+3z=-1,

3x+2z=1 2x—3y+z=1 —x+3y—z=2
3x+2y+2z=7 x—9y+5z=-7 2x+9y+5z=0

Exercice 10

Résoudre chacun des systemes suivants :

3x+2y=1 2x—-3y+z=1
g){x+2y—z=8 b){ x+y—z=3
3x+2y+2z=7 x—9y+5z=-7

Exercices d’entrainement de la compétence de base 1 du premier trimestre
Exercice 1

A et B sont deux points du plan.
Construire le point G, barycentre des points pondérés (A, 2) et ( B, 3).

Construire le point G’, barycentre des points pondérés (A, — 1) et ( B, 3).

Exercice 2
Sur la figure suivante, placer le barycentre des points pondérés (A, 3) et (B, 2) puis celui
des points pondérés (A, — 1) et (B, 13).

A | | | ,‘ , | , L J 3

T

Exercice 3
A, B, C et D sont quatre points tels que D est I'isobarycentre des points A, B et C.
Ecrire A comme barycentre des points B, C et D.
Exercice 4
ABC est un triangle.
1) En utilisant la définition du barycentre, construire le barycentre des points
pondérés (A, 1), (B,— 1) et (C, 2).
2) En utilisant le théoréeme des barycentres partiels, construire le barycentre des
points pondérés (A, 1), (B, 2) et (C, 3).
Exercice 5
ABCD est un parallélogramme.
1) Construire, en utilisant le théoréeme des barycentres partiels, les points G et G’

définis par: G = bar {(4, —1); (B, 4); (C,1); (D, 2)} et




G’ =bar {(4,1); (B,2);(C,3); (D, 4)}.
2) Le plan étant muni d'un repere (A, B, C), calculer les coordonnées des points G et

G

Exercice 6
A et B étant deux points distincts du plan, construire 'ensemble (E) des points M tels
que :

a) MA? — MB? = AB?

b) MA? — MB? = 2AB*.

¢) MAV2 = MB.

Exercice 7

(0,7,7, k) est un repére orthogonal de I'espace.
On considere les points A(1, 0, 2) B(-1, 1, 4) et C(5, -1, 3).
a) Calcule les coordonnées de D tel que ABCD soit soit un parallélogramme. Puis
calcule les coordonnées du centre I de ce parallélogramme.
b) E est un point d’abscisse 3. Comment choisir les autres coordonnées de E pour
que la droite (OE) soit parallele a la droite (AB).
c) F est le oint de coordonnées (3, 10,-2) ? Démontre que la droite (OF) est
perpendiculaire au plan (ABC).
Exercice 8
(7,7, k) est une base directe de I'espace.
On consideére les vecteurs u(-2, 3,-1) v(1, -1, -2) et w(4, -2, -18).
a. Existe-t-il des réels a,b et c tels que W = ail + b} ?
b. Déduis-en que le point M (5, —1,-14) appartient au plan qui passe par A (1, 1, 4)
et qui admet % et ¥ comme vecteurs directeurs.
Exercice 9
(7,7, k) est une base directe de I'espace.
Dans chacun des cas suivants, vérifie si ¥ et W sont coplanaires :
a) u(-2,-1,1)v(1,-1,-2) etw(-3,1,-1).
b) u(1,0,3) v(-1,-1,—4) et w(8,~2,5).
¢) u(1,0,4)v(3,-2,5) etw(1,1,1).




Exercice 10
a) A quelle condition trois vecteurs u,, v et w forment-ils une base de vecteurs de
I'espace ?
b) Démontrer que les vecteurs (0, — 1, 1)v(- 2, — 1, 3) etw(- 1,-1, — 1) forment
une base.
Exercice 11
OABC est un tétraédre.
a) Place le point R tel que OR =04+ 0B ;
b) Place le point S tel que 0S = 04+ OB +0C.
¢) Onnote G le centre de gravité du triangle ABC.
Quel est le vecteur GA+GB + GC?
Déduis-en que 04+ 0B +0C=30G.
d) Déduis de I'égalité précédente que les points O, G et S sont alignés.
Exercice 12
a) Soit A(i) et B(_35). Déterminer une équation de la médiatrice du segment [AB]
b) Déterminer une représentation paramétrique d’'une droite (L) de vecteur normal
ﬁ(_23) passant par AG)
Exercice 13
3) Déterminer une équation normale de la droite (D) passant par le point A(i) etde
vecteur directeur Ti(izs)
4) Déterminer la distance du point B(:) ala distance (D).
Exercice 14
Dans le plan muni du repére orthonormal (o0,71,7), on donne A(;) et B(i)

c) Déterminer une équation cartésienne du cercle passant par B et de centre A.
d) Déterminer une équation cartésienne du cercle de diametre [AB].
Exercice 15

1) Déterminer une représentation paramétrique du cercle de diametre [AB] avec A(_32)

et B(i)
2) Dét . , i Cési d le d'é . {x=20059+a 0ER
) Déterminer une équation cartésienne de cercle d’équation y = 2sinf + b ( ).




Exercice 16

(P) est le plan passant A(—Zl) et de vecteur normal 7 ( > )
3 -1

a) Déterminer une équation cartésienne de (P)

b) Déterminer la distance du point B(?) au plan (P).
2

Evaluation
Exercice 1

Ondonne f(x) = x3+ 3x2+1
a) Précise I'ensemble de dérivabilité de la fonction £.
b) Détermine la dérivée de f et étudie son signe .

c) Dresse le tableau de variation de £

Exercice 2
Résoudre dans R X R x R

2x—-3y+z=1
x+y—z=3
x—9y+5z=-7

Exercice 3
D
ABC est un triangle.
1) En utilisant la définition du barycentre, construire le barycentre des points
pondérés (A, 1), (B,— 1) et (C, 2).
2) En utilisant le théoréme des barycentres partiels, construire le barycentre des

points pondérés (A, 1), (B, 2) et (C, 3).

1
-3
2

wn
S
-
=
—

),17, ¥ et W sont les vecteurs définis par:

U=71—j+2k,B=71—] etw =] + 2k.

1) Déterminer une représentation paramétrique de la droite passant par A et dirigée par
uU.

2) Déterminer une représentation paramétrique du plan (4, v, w).




Difficultés rencontrées liées a la résolution de I'exercice

Evaluation de la compétence
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Deuxiéme trimestre

Programmation horaire du 2° trimestre




FICHE DE PROGRESSION

Trimestre | Période Contenus
CB 1: Analyse CB 2 : Algebre - Statistique - Probabilité CB3 : Géométrie
2 Janvier - Trigonométrie et fonctions| - Lois de composition interne - Angles
au circulaires - Homothétie
10 Février
2
- Suites numériques - Analyse combinatoire - Isométries

11 Fevrier
au

31Mars




Deuxiéme trimestre

Compétence de Base 1

Premiére S/E-CB1 : L’éleve doit pouvoir résoudre des situations-problemes significatives qui mettent en ceuvre la trigonométrie et les fonctions circulaires

et les suites numériques.

Objectifs d’apprentissage (Ressources)

Savoirs

Savoir-faire

Activités suggérées

- Trigonométrie et

fonctions circulaires

— Placer sur le cercle trigonométrique les images des arcs
remarquables.

— Utiliser les formules d’addition et de multiplication.

— Résoudre des équations et des inéquations
trigonométriques.

— Etudier la parité, la périodicité et déterminer I'ensemble
d’étude des fonctions circulaires.

— Calculer la dérivée des fonctions circulaires et étudier

leurs signes.

Repérage sur le cercle trigonométrique des images des arcs
remarquables.

Utilisation des formules d’addition et de multiplication.
Résolution des  équations et des  inéquations
trigonométriques.

Etude de la parité, de la périodicité et détermination de
I'ensemble d’étude des fonctions circulaires.

Calcul de la dérivée des fonctions circulaires et étude de

leurs signes.

— Suites numériques

- Définir une suite numérique.
- Exprimer une suite numérique de facons diverses.
- Représenter graphiquement les termes d’'une suite

numeérique.

Définition d’'une suite numérique
Expression d’une suite numérique de fagons diverses.

Représentation graphique des termes d'une suite

numeérique.




Etudier les suites numériques (minoration, majoration,
croissance et convergence).

Etudier les suites arithmétiques et les suites
géométriques.

Appliquer le principe du raisonnement par récurrence

dans des situations simples.

Etude des suites numériques (minoration, majoration,
croissance et convergence).

Etude des suites arithmétiques et des suites géométriques.
Application du principe de raisonnement par récurrence

dans des situations simples.




Compétence de Base 2

Premiére S/E-CB2 : L’éleve doit pouvoir résoudre des situations-problemes significatives qui mettent en ceuvre les lois de composition interne et 'analyse

combinatoire.

Objectifs d’apprentissage (Ressources)

Savoirs

Savoir-faire

Activités suggérées

- Lois de composition

interne

- Analyse

combinatoire

- Définir une loi de composition interne.

- Etudier les propriétés des lois de composition interne

(associativité, = commutativité, élément neutre,
éléments symétriques).

- Définir un groupe.

- Dénombrer un ensemble fini.

- Déterminer la partition d’'un ensemble fini.

- Déterminer le cardinal du produit cartésien

d’ensembles.
- Déterminer le nombre d’applications d'un ensemble
fini dans un autre (p-listes).
- Déterminer le nombre d’arrangements, de
combinaisons et de permutations des éléments d'un

ensemble fini.

Définition d’'une loi de composition interne.

Etude des propriétés des lois de composition interne
(associativité, commutativité, élément neutre, éléments
symétriques).

Définition d'un groupe.

Dénombrement d’'un ensemble fini.
Détermination de la partition d'un ensemble fini.
Détermination du cardinal du produit cartésien
d’ensembles.

Détermination du nombre d’applications d'un ensemble
fini dans un autre (p-listes).

Détermination du nombre :

. d’arrangements,

. de combinaisons,




. et de permutations des éléments d’'un ensemble fini.




Compétence de base 3

Premiére S/E-CB3: L’éleve doit pouvoir résoudre des situations-problemes significatives qui mettent en ceuvre les angles, les homothéties et les

isométries.
Objectifs d’apprentissage (Ressources)
Savoirs Savoir-faire Activités suggérées
— Lesangles - Déterminer la mesure d’'un angle orienté a partir d'un | - Détermination de la mesure d’un angle orienté a partir d’'un
couple de vecteurs. couple de vecteurs.

- Etudier la congruence des angles orientés modulo 2. - Etude de la congruence des angles orientés modulo 2.
- Déterminer la mesure principale des angles orientés. - Détermination de la mesure principale des angles orientés.
- Exploiter la relation de Chasles. - Exploitation de la relation de Chasles.
- Déterminer la somme et le double d’angles orientés. - Détermination de la somme et du double d’angles orientés.
- Reconnaitre un angle inscrit orienté. - Reconnaissance d'un angle inscrit orienté.
- Appliquer le théoreme des angles inscrits orientés. - Application du théoréme des angles inscrits orientés.
- Démontrer que des points sont cocycliques. - Démonstration des points cocycliques.

— Homothétie — Définir analytiquement une homothétie. — Expression analytique d’'une homothétie.

— Déterminer les éléments d’'une

homothétie a partir de sa définition analytique.

caractéristiques

— Déterminer la réciproque d'une homothétie.

— Déterminer la composée de deux homothéties de
rapports non inverses.

— Déterminer la composée d'une homothétie et d'une
translation.

— Résoudre un probleme de construction, de lieu
géométrique, de démonstration en utilisant wune

homothétie.

Détermination des éléments d’une

homothétie a partir de sa définition analytique.

caractéristiques

Détermination de la réciproque d’'une homothétie.
Détermination de la composée de deux homothéties de
rapports non inverses.

Détermination de la composée d’'une homothétie et d'une
translation.

Résolution d'un probléeme de construction, de lieu
géométrique, de démonstration en utilisant une homothétie.

Définition d’'une isométrie.




[sométries

Définir une isométrie.

Composer, entre elles, deux symétries orthogonales et
deux rotations puis déterminer leurs éléments
caractéristiques.

Classifier des isométries connues comme déplacements
ou antidéplacements.

Reconnaitre et démontrer que deux triangles sont
isométriques.

Décomposer une rotation ou une translation en
composée de deux symétries orthogonales.

Utiliser les isométries pour résoudre les problémes de
construction, de recherche de lieux géométriques ou
d’étude de configurations.

Composition, entre elles :
. de deux symétries orthogonales,

de deux rotations en déterminant leurs éléments
caractéristiques.
Classification des isométries connues comme déplacements
ou antidéplacements.
Reconnaissance et démonstration de deux triangles
isométriques.
Décomposition d'une rotation ou d’une translation en
composée de deux symétries orthogonales.
Utilisation des isométries dans la résolution des problemes
de construction, de recherche de lieux géométriques ou
d’étude de configurations.




PARTIE DESTINEE A L’ELEVE

FICHES DE DEVELOPPEMENT DES COMPETENCES

Orientations :

1. Suivre minutieusement les horaires des séances de développement des compétences
prévues dans I'emploi du temps ;

2. Exploiter par ordre les fiches de développement des compétences ;

3. Traiter dans 'ordre les exercices en lien avec chaque compétence ;

4. Relever toutes les difficultés rencontrées lors du traitement des exercices ;

5. Participer aux séances de développement de compétences (Call Center) ;

6. Noter tous les conseils et orientations des enseignants.




Lecons de la compétence de base 1 du deuxiéme trimestre

Lecon : Trigonométrie
SEQUENCE 1

Repérage sur le cercle trigonométrique
Objectif

Repérer un point sur le cercle trigonométrique
Coordonnées et propriétés

Définition

On considere le plan rapporté 4 un repére A
orthonormé direct (0,1,]) et M un point du

cercle trigonométrique (C), image du réel

a[(?,m) = a[2n].]

On appelle abscisse de M le cosinus dea

cosa i

noté cosa et ordonnée de M, le sinus dea

noté sina ‘ Vi

Le couple de réel (cosa, sina) est le couple de p

coordonnées du point M.
On écrit:OM = cosal + Sinaj .
Propriétés
Pour tout réel x et pour tout entier naturel #, on a :
o —1<cosx<let—1<sinx<1.
o cos’x+sin®x=1.
e cos(x + 2#m) = cosx etsin(x + 2#m) = sinx.

Exercices

1) Calcule la valeur de sinx sachant que x est un réel tel que 0 < x < metcosx = é

2) Détermine la valeur de cosx sachant que x est un réel tel que —% <x<

SR

3) Trouve la valeur de sinx sachant que x estunréel tel quew < 2 < 21

1
etcosx = —.
V3

4) Quelle estla valeur de cosx sachant que x estunréeltelque 0 < x <m

et sinx = \/§




SEQUENCE 2

Valeurs remarquables et angles associés

Objectif

Déterminer quelques valeurs remarquables et établir des relations entre les angles
associés

Valeurs remarquables

Les nombres trigonométriques ont des valeurs remarquables qui correspondent aux
lignes trigonométriques usuelles des angles aigus.

On résume ces données dans un tableau présentant les valeurs des cosinus et des sinus

de ces nombres :

a endegré |0 30 |45 |60 |90 %////
aenradian |0 T T T T /
6 4 3 2 /
cosa 1 V3 V2 1 0 / 7
2|7 |2 _
sina 0 1 2 V3 |1
2 | 2| 2
Angles associés
Propriétés
Pour tout réel x :
e cos(—x) = cosx etsin(—x) = —sinx. vy G~
® (oS (x + %) = —sinx etsin (x + g) = cosx.

b4 . , b
® (CO0S (E - X) = sinx etsin (E - X) = COSX.

-cosx

e cos(x +m) = —cosx etsin(x + m) = —sinx. ) cosx
-sinx

e cos(m—x) = —cosx etsin(wr — x) = sinx. xe

Remarques

1) Ces égalités se retrouvent aisément a partir du
dessin. C'est pourquoi il faut savoir lire le dessin et reconnaitre les relations entre

les angles par symétrie soit orthogonale par rapport aux axes soit centrale.




2) Les relations cos (x + g) = —sinx et sin (x + g) = COSX Ou cos (g - x) =sinx et

. Vs N .
sin (E_ x) = cos x sont tres importantes car elles permettent de transformer un

cosinus en sinus ou un sinus en cosinus.

Exemples
1) Déterminons cos(— g) et sin(— g).
D’apres les propriétés données cos(—a) = cos(a) et sin(—a) = —sin(a).

Or par lecture du tableau des valeurs remarquables on a :

n 3 ..om 1 T V3 . b3 . (T 1
cos— =—etsin—==-donccos(——-) =—etsin({——=) = —sin(—-) = —=
2 6 2 6 2 6 6 2

3 . 3T
2) Calculons cos ~, etsin—-.

, 3T 4 4
On peut décomposer en la somme 2t 5

3 T s . T
On a donc Cos—- = cos (Z+3) = —sin_ or par lecture du tableau des valeurs
.m 2 LT V2 37 V2
remarquables, sin— = —donc —sin— = ——etcos— = ——.
4 2 4 2 4 2
n . 3m . (m T N2 . 3m 2
De méme : sin— = sin |-+ =) = cos— = —donc sin— = —
4 4 2 4 2 4 2
SEQUENCE 3

Repérage polaire d'un point du plan
Objectifs
- Déterminer les coordonnées polaires d’un point ;
- établir les relations entre les coordonnées polaires et les coordonnées cartésiennes
d’un point
Coordonnées polaires d'un point
Définition
Le plan étant muni d’un repére orthonormal direct (0,1,7]),
@) = g Pour tout M distinct de O, on appelle couple de .
coodonnées polaires du point M le couple de réels(r,a) ou
r =0Met(f,’m) = q. ° i
Relation entre coordonnées polaires et coordonnées cartésiennes
Propriété

Soit M un point de coordonnées cartésiennes(x,y) et de coordonnées polaires (r,@).




On a les trois égalités suivantes :

o r=,x2+y2.

X
® X =Trcosa oucosa = :

e Yy =rsina ousina = %

Exercices
1) Le point M du plan a pour coordonnées polaires (3, 3?”)

Détermine ses coordonnées cartésiennes.
2) Dans le plan muni d’'un repére orthonormal direct (0,1,7), on donne le point N de
coordonnées cartésiennes (2, —2).

Quelles sont les coordonnées polaires du point M ?

SEQUENCE 4
Calculs trigonométriques
Objectif
Calculer en utilisant les formules trigonométriques d’addition et de duplication
Formules d’addition
Propriété
Pourtousréelsaeth ona:
e cos(a+b) =cosacosb—sinasinb
e sin(a+b) =sinacosb + sinbcosa

cosacosb + sinasinb

e cos(a—>b)
e sin(a—b) =sinacosb —sinbcosa
Formules de duplication
Propriétés
Pour tout réel x ;on a :
1) cos2x = cos?x —sin?x =2cos?x—1=1-2sin’x
2) sin2x = 2sinx cosx

Exercices
. . n . 1
1) On considére un réel a tel que 5 Sasmetsina = ;.

Calcule les valeurs exactes de cos a,sin 2a, cos 3a et sin 3a

2) Exprime en fonction de cos x et sin x




a) cos(x — g); sin(x + %).
b) cos(g — 2x); cos(2x + g)et sin(2x — %).
3) a) En utilisant les formules d’addition, déterminer les valeurs de cos % et sin 1—”2

a) En utilisant les formules de duplication, déterminer les valeurs decos% et

sin —. Vérifier que :cos z _ {642 etsin— = \/g_ﬁ.
12 12 4 12 4
SEQUENCE 5
Equations trigonométriques élémentaires
Objectifs
Résoudre des équations trigonométriques élémentaires
Résolution d’équations trigonométriques élémentaires
Une équation trigonométrique est une équation dans laquelle I'inconnue apparait par
I'intermédiaire d'un nombre trigonométrique.

Exemple
1 . :
€osx = 2 ou encore sin 3x = cosy ouencoresinx =b

Méthode

Pour résoudre une équation trigonométrique, on utilise généralement les propriétés des
angles associés. Les équations trigonométriques fondamentales obtenues peuvent, par la
suite, étre transformées en équations algébriques équivalentes induisant, chacune, un
ensemble de solutions.

Le passage d’équation trigonométrique «de base» aux équations algébriques s’appuie
sur certaines propriétés d’équivalence.

Il est courant de devoir présenter les solutions fondamentales (une solution comprises
dans l'intervalle[0,27]) sur le cercle trigonométrique afin de comparer des ensembles
des solutions qui paraissent différents.

Propriétés d’équivalences fondamentales

Propriété 1

cosx =cosa e x=a+2kmoux =—a+ 2km, kez

Propriété 2

sinx =sinae x=a+ 2kmoux = —a+ 2Km, kez.




Ce sont ces propriétés qui permettent le passage d’équation trigonométrique

fondamentales aux équations algébriques.

Exemples
1) Résoudre I'’équation : cos x = cos %
Il suffit d’appliquer la propriété1l.
Onadonc:cosx = coS— < x = —+ 2kmoux = ——+ 2km, kez.
12 12 12
On note donc I’ensemble des solutions S par:
S = {l + 2km, kez}U{— i 2km, kez}
12 12

On voit que I'équation trigonométrique résolue admet une infinité de solutions.
Y

2) Résoudre I'’équation :sin x = sin—.
12

T

+ 2km, kez.
12

. . T T
Ona:smx=SlnE@x=E+2knoux=n—
T 11m
Donc x =E+2kn oux =E+2kn,kez.

Onaalors:S = {1—”2 + 2km, kez}U{lll—;r + 2km, kez}.

SEQUENCE 6

Equations trigonométriques de type cosx = a ou sinx = a

Objectif

Résoudre des équations trigonométriques de type cosx = aousinx = a

Résolution d’équations trigonométriques de type cos x = aousinx = a

Pour résoudre des équations trigonométriques du type cosx = a ou sin x = a pour un
réel a donné, il est indispensable de s’assurer de la validité de I'équation proposée.

En effet, on sait que : Vx € R, [sinx| < let|cosx| < 1.

Donc les équations du type :

cos x = aou sinx = a n'admettent de solutions que si |a| < 1.

Lors que la condition |a| < 1 est vérifiée, on détermine un nombre x, tel que cosx, =
a(repectivement sinx, = a)

Ce qui nous permet de faire les transformations :cos x = cos x,

(respectivement sin x = sin x;)

Dont les solutions se déduisent des propriétés 1 et 2 ci- haut énoncées.

Exemples

1) Résolvons I'’équation trigonométrique :cos x = 1.
2




. 1 )z . . ) ) p
On sait que ;< 1 donc I'équation admet des solutions. D’autre part, d’apres le tableau
. 1 n
des valeurs remarquables on sait que 5 = cosz.
1 s
Onadonc:cosx = 5 & cosx = cos

Finalement,ona: S= {g + 2km: keZ}U{— g + 2km: keZ}.

2) Résolvons I'équation : sinx = g

V2

Ona: 5 < 1 donc I'équation sinx = g admet des solutions.

D’autre part, on sait que \/; = sin % d’apres le tableau des valeurs remarquables.
L’équation initiale est transformée en I'équation :

sinx = sin%or sinx = sin% S x = % + 2kmoux =m— % + 2km, kel.
L’ensemble des solutions de I'équation est donc :

S = E + 2km, kez}U {%ﬂ + 2km, keZ}.

SEQUENCE 7

Equation déductible du type: cos ax = cos a ou

cos ax = cos ax ou sin fx = sinb ou sin fx = sin bx.

Objectif

Résoudre des équations du type cos ax = cosa ou

cos ax = cos ax ou sin Bx = sin b ou sin fx = sin bx.

Pour résoudre ces différents types équations trigonométriques, on peut les assimiler
aux équations de type cosx = cosa ou de type sin x = sina et procéder par les mémes

démarches.

Exemples
1) Résolvons I'équation trigonométrique : sin3x = >
V3 )z : : : )
on constate que —- < 1 donc I'’équation en question admet des solutions. D’autre part

. V3 . T , e e ~ p p .
on sait que —- = sin- donc I’équation initiale peut étretransformée en équation :

sin3x = sing o 3x = g+ 2kmou3x =mw— g + 2kmn(keZ).

Donc x = Z + 2% oux = 2—”+2—n(kEZ).
3 9 3

e}




Et S = {§+2’;—”:kez}u {%”+2an:kEZ}.

Les solutions fondamentales de I'équation (solution comprises dans l'intervalle [0; 27])

sont:
x _n_x T 2r 7w T 4m 13w
07 g2 T g1 37 9’727 9" 37 9
x _an 2T 277.’_877,'_x _271 4-77.’_14-77.’
00— g ™ g 3 9’72 T g 3 9

On peut représenter ces solutions sur le cercle trigonométrique :

2) Résoudre I'’équation trigonométrique :sin x + cos 2x = 0

Onadoncsinx + cos2x = 0 © cos2x = —sinx © cos 2x = sin(—x)

Cette équation est de la forme cos ax = sin Sx.

Pour résoudre de telles équations, on peut utiliser les propriétés des angles associés
pour transformer I'un des membres de I'équation afin d’obtenir une équation de la
forme

cos ax = cos Bx ou sin ax = sin Sx.

Ici,onadonc: cos2x = sin(—x) or sin(—x) = cos (g — (—x)).

Donc nous obtenons

L’équation :cos 2x = cos (% + x) .

Or cos 2x = cos(§+x) & 2x =§+x+ 2km ou 2x = —(§+x) + 2km, (keZ).

i i 2km
(:)x=5+2knoux=—g+7

S = E+2kn:kez}U{—%+2an:kEZ}




SEQUENCE 8

Equations du type P(cos ax) = 0 ou P(sinax)=0

Objectif

Résoudre des équations type P(cosax) = 0 ou P(sinax)=0

Résolution des équations du type P(cos ax) = 0 ou P(sinax) =0

Ce sont des équations dont le 1er membre est un polynéme en cosinus ou en sinus.
Exemple: 2 sin? x — sinx + 4 = 0 ou —3 cos® x + 2 cos? x + cosx = 0

sont des équations de la forme P(sinx) = 0 ou P(cosx) = 0.

Méthode

Pour résoudre de telles équations, on posey = cos ax ou y = sin(ax), pour ramener
I'équation initiale sous la forme P(y) = 0.

Chaque solution y de I'équation P(y) = 0 telle que |y| < 1 donnera une ou (des) famille

de solutions.

Exemple

Résoudre I'équation trigonométrique :2 sin® x — sin? x — sinx = 0

On posey = sinx

L’équation proposée devient:2y> —y2—y=0 2y -1y + 1)y =0
Les solutions en sinus de I'’équation initiale sont donc :

1
sinx = Eou sinx =—1ou sinx =0

Déterminons les solutions des 3 équations obtenus.
. sinx=% & sinx = sin§®x=§+2kn 0ux=n—§+2k7r(k € Z)
donc §; = {% + 2km; k € Z}U{%r + 2km; k € Z}.
e sinx =-1¢&sinx = sin(—g) e x = —§+ 2km
donc S, = {—% + 2km; k € Z}

o sinx=0ex=kn(k€Z)
doncS; = {km; k € Z}

I'ensemble des solutions S de I'équation proposée est donc :

T 5 T
S = S,US,US; = {g + 2kn} U {? + an} U {E + 2kn} Utkr} (k € Z)




SEQUENCE 9
Equations linéaires en sin x et cos x
Objectif

Résoudre des équations linéaires en sinx et cosx

Equations linéaires en sin x et cos x

Ce sont les équations de la forme a sinx 4+ b cosx = c ou a, b et ¢ sont tous non nuls.
Méthode

Pour résoudre de telles équations, on va poser:a = rsina etb = rcosa ou r est défini
positif et ae[0,2m].

Comme a et b sont des réels connus, on peut déterminer les valeurs correspondantes
dereta.

Ainsi, en faisant a® + b?, ona:a? + b? = r?cosa? + r?sina? = r?(cos*a + sin’a).
Donc: a? + b? =12,

Il s’ensuit que : v = Va? + b2.

On obtient par la suite la valeur de a en revenant aux deux égalités posées :

a =rcosa etb = rsina(1).

. a b
On adonc: sina = ; et cosa = :

En portant ces valeurs dans I'équation initiale, on a:rsinasinx + rcosacosx = ¢ d’ou
sinasinx + cosacosx = ;

Or, d’apreés les formules d’addition :

sinasinx + cosacosx = cos(x —a) donc I'’équation initiale est transformée en
I’équation :

cos(x —a) = f qui se résoud aisément en utilisant les démarches explicitées plus haut.

Il est important de souligner que I'équation cos(x — a) = %n’admet de solutions que si

2 2

. Cc Cc 2 2 2
Sller—2S1@WS1<:>C <a +b

C

r

Cette inégalité représente la condition pour que I'équation linéaire proposée admette
des solutions.
Exemple

Résolvons I'équation trigonométrique : v3 sin2x — cos2x = 2.

On remarque que 22 = 4 alors que (\/§)2+(—1)2 =3+1=4




Donc22<4sia=+3;b=—1letc=2.

On a bien: ¢? < a? + b?. L’équation admettra des solutions.
Cherchons a transformer I’équation proposée.

Ona:r =4 = 2 etl'angle a s’obient a partir des égalités :

i NE) 1,4, - 21
smaz?etcosazgdouaz?.

Des valeurs de r et @ obtenues, ’équation linéaire proposée devient donc :
sin%nsian + cosz?ncost =1 & cos (Zx - 2?”) =1
o 2x =2 =24m (h € L),
D'olx =2+ £n(k € I).
Et donc: Sz{g + Rk € Z}.

Exercices
1) Résoudre dans R les équations et représenter les solutions sur un cercle

trigonométrique.

a) cosx = COS%; b) cosx = —2;c)2cosx +1=0;d) sin3x = —g.

2) Résoudre dans R chacune des équations suivantes, représenter les solutions sur un
cercle trigonométrique puis donne les solutions dans [—m, 7].

a) sin3x = 1; b) cosxsinx = %; €) cos3x = sin2x.

3) Résoudre dans R chacune des équations trigonométriques suivantes :

a) 2cos?x + cosx —1 =0; b) 2sin?x —3sinx —2 =0;c) 2sin>x—1=0;

d) V2(cosx — sinx) = 2; €) sin2x = cos3x.

SEQUENCE 10

Inéquations trigonométriques

Objectif

Résoudre des inéquations trigonométriques de base

Inéquations de base

Ce sont les inéquations de type cosx = 0 ou cosx < 0 ou sinx = 0 ou sinx <0
Méthode

Pour résoudre une inéquation trigonométrique, la démarche consiste a :

1) résoudre I’équation correspondante ;




2) identifier les solutions de 1’équation correspondante

trigonométrique ;

sur

le

cercle

3) déterminer les solutions de l'inéquation trigonométrique qui se présentent,

généralement, sous la forme d’'une union d’intervalles dont les bornes sont les

solutions de I’équation correspondante.

Exemple

Résous I'inéquation trigonométrique : sinx > 0

L’équation correspondante est: sinx = 0 & x = 2£&m ou
x=m+2&n (£ €ETL).

On place les points correspondants au réelx =0etx =1
sur le cercle trigonométrique et on identifie assez
aisément I’ensemble des solutions de I’équation posée.
Onadonc:sinx =0 & x = 2&n < x <+ 24&n (£ € Z).
Donc: S= [2%&m;  + 2#&n] (£ € Z).

SEQUENCE 11

Inéquations trigonométrique du 1¢r degré
Objectif

Résoudre des inéquations du premier degré

Résolution des inéquations du 1¢r degré

.
N

Les inéquations du premier degré sont les inéquations de la forme sinax = a ou

sinax < aoucosax = 0 ou cosax < a avec leurs variantes strictes.

Méthode
La résolution des inéquations dépend de la valeur du réel a.

Supposons qu’on veuille résoudre I'inéquation : sinx = a.

e Sia < —1,'inéquation est toujours vérifiée car on sait que —1 < sinx < 1.

DoncS =R

e Sia > 1,l'inéquation ne peut avoir de solutions, donc S= @.

e Sia = —1,l'inéquation sinx = —1 devient sinx = —1.
e Sia = 1,onrésoudl'inéquation en procédant par :

» larésolution de I’équation sinx = a

» la détermination de I'arc de cercle les solutions de I'inéquation.




Exemples
1) Résolvons I'inéquation : sinx > %
. 1 . . T
Onasinx = 5 & sinx = sin (E)
Sa= —(E)+ 28T 0ux=1‘r—(—£)+2/m(/z€2)
6 6 )
e 7T
Doncx = —=+ 2#m oux = ?+2/m (% € 7).
On en déduit les solutions de I'inéquation qui sont les valeurs de I'arc d’extrémités — E et
%ﬂ dans le sens direct.
Onadonc:—g+ 2fm < x S%n+ 2#m

DouS=[%+ 24m " + 24n| (4 € 7).

SE

2) Résolvons I'inéquation : cos2x <

V3

5 €] — 1,1[ donc I'inéquation admet des solutions.

. , . ) s . V3
Pour ce faire, cherchons d’abord les solutions de I'équation : cosx = >

Ona:cos2x = ? & cos2x = cos% & 2x = %+ 2#mou 2x = —%+ 2#n(k €T).
S x =%+lmoux = —%+/zn(k€ Z).
La représentation faite ci-contre nous permet de

déterminer les arcs de cercle dont les points sont

associés aux solutions de cette inéquation. 12

Onadonc:

T 11w

= < ¥y < =

12+24’m_x_ > + 241
_unm

12

cos2x = ? = (# €T).

+2/&n£x£—f—2+2kn

11Tt

Donc S :[111_2_'_ an;lll—zn+ an] U [—?+ 2&n;—f—2+ Zlf’m].

Exercice

Résous les inéquations trigonométriques suivantes :

. V3 V2
sin2x < — cosx >?.




SEQUENCE 12

Tangente d’un réel

Objectif

Définir la tangente d'un réel
Définition

On consideére le cercle trigonométrique (C) d’origine [ ett la tangente au cercle(C)
passant

parl.

Soit M un point de (C) associé au réela et T le point
d’intersection de la droite (OM) et (t). © dl

tana

On appelle tangente de l'angle orienté a, 'ordonnée sina

du point T, intersection de la droite (OM) et de la N

tangentet au cercle (C).

La tangente de l'angle a se notet,a outana. "

Sur la figure, le point T a pour coordonnées le couple
(1 tana).

L’existence de tana dépend de la position du point M associé a la tangente «.

Ainsi, si la droite (OM) n’est pas paralléle a la tangentet ou a l'axe (0f), la tangente de
l'angle a existe.

Ainsi, on a donc : tana existe si et seulement si a # g + #2n (R € Z).

On établit aisément que : ty, = % pour tout a # % + #2n (R € TL).

SEQUENCE 13

Propriétés de la tangente d'un réel et quelques valeurs particuliéres
Objectif

Propriétés

La fonction tangente est définie par :

tanx = 22X pour tout x # = + &1 (£ € L).
cosx 2
P; : Pour toutx € R\ {g + Z&E}, on atan(x) = —tanx.

La fonction tangente est donc impaire..

P, : Pour toutx # §+ 2%n(# € L), tan(a + m) = tanx.




La fonction tangente est périodique, de période .
Valeurs particuliéres
On détermine facilement les valeurs de tangente pour des valeurs particuliéres de

I'angle a A partir de l'identité tana = *—

cosa’

On a le tableau suivant:

aendegré |0 30 45 60 90
aenradian |0 T T T T
6 4 3 2
tana 0 V3 |1 V3 | Non
2 défini
Z

. 1
Aussi, pour tout x ¢E+/m,ona:tan(z—x) =—:1+tan’x = o
2 2 tanx COoSs“Xx

Lecon : Suites numériques
SEQUENCE 14

Définition d’une suite numérique

Objectif

Définir et exprimer une suite numérique

Définition

Une suite numérique (u,) est une fonction définie de N vers R telle que :
u:N—>R

nw—u,
En général, on note u, le terme d’indice n au lieu de (u,) qui est une suite c’est-a-dire
une fonction.

Exemples
1) Soitla suite (u,) définie par: u, :%

(un) est définie surN |{0}, c’est-a-dire pour tout entiern > 1
u:N"—R
1

n— —
n

2) Soitla suite (u;) définie sur N telle que




U, N — R
n—2n—->5

Expression d'une suite numérique
En général, une suite numérique (u,) est déterminée par:
— soit une formule explicite permettant de calculer u, en fonction de 7;

— soit le premier terme et une formule de récurrence exprimant u, en fonction de

Un-1.
Exemples
. . e 6n+3
1) soitla suite (u,) définie sur N par u,, = —

(us)est une suite déterminée par une formule explicite.

UO = 0
2) soit la suite (v;) définie sur N par {Vn _ % 43, ¥neN

(vn) est une suite définie par son premier terme vpet une formule de récurrence.

SEQUENCE 15
Représentation graphique d'une suite numérique définie par une formule explicite
Objectif
Représenter graphiquement une suite numérique définie par une formule explicite
NB
Une suite numérique étant une fonction, elle peut étre représentée graphiquement dans
le plan muni d'un repere.
Il est également possible de représenter les termes d'une suite numérique sur un axe.
Suites définies par une formule explicite
Soit (U, )pey la suite de terme général : u,, = n? — 3

— Représentation sur un axe.

Ona:ug=-3; uyu=—-2;u, =1;u3 =6

U (731 0 (15} Us

-3 -2 -1

— Représentation dans le plan

Le plan est muni d’un repére (0, I, ]).




Soit (C) la courbe représentative de la
fonction f:x +— x? — 3. w3 SL ———————— M5(35(3))
¥ n € N, on désigne par M,, le point de

coordonnées(n, f (n)). L'ensemble des

points M, est une représentation 1 ;;
i
graphique de la suite (u,) dans le plan. 2 /1
I
Lorsqu’on projette les points M,, sur /f !
|
2
I’axe des ordonnées, on obtient une / j
représentation des termes de la suite U 1@ — — — — — .n'.qlA f(2))
sur l'axe (O]). . é
-z -4 # 1 jjf 3 3 4
= fd;
g/
1 AL, (f(1))
to -3 1o( (01
SEQUENCE 16 Aol
Représentation graphique d’une suite numérique définie par une relation de récurrence

Objectif
Représenter graphiquement une suite numérique définie par une relation de récurrence

Suites définies par une formule de récurrence

".70 = 6
Soit (v la suite définie par: 1 3
(n)neN p VnEN, vn+1=_(vn+_)
2 Vn
— Représentation sur un axe
13 217
Ona: vy =6; 1, =S V2=V = 1,76
o | U3 Do U4 Yo
' } - +—e— { t \ 4
0 1,76 2,08 13 6
4

— Représentation dans le plan
Le plan est muni d'un repére orthornormé (0, [, ]).
Soit (C) la courbe représentative de la fonction g:x - %(x + %) et (D) la droite
d’équation y = x.
Construisons v;.

Soit My, point de (C) d’abscisse v, = 6 ; 'ordonnée de M, est v; = g(v,) .




Soit Py, point de (D) d’ordonnée v ; I'abscisse de Py est v;.

Soit M,, point (C) d’abscisse v; ; 'ordonnée de M,est v, = g(v,).

Soit P, point de (D) d’ordonnée v, ; I'abscisse de P;est v,.

Cette méthode permet une construction de proche en proche sur I'axe (OI) des termes

d’une suite définie par une formule de récurrence.

TP
U1-—\-4-.-_ .-.Po /'.‘v;.;,
Vg ___\; _..P_1 /‘/
J T
b1
o ' Vg Uq Vo
SEQUENCE 17

Etude d’une suite numérique
Objectifs
- Minorer, majorer une suite numérique ;

- étudier les variations d’une suite numériques.

Minoration, majoration

Définitions

Soit (u,,) une suite numérique.

— On dit que (u,) est minorée s’il existe un nombre réelm tel que, pour tout entier
naturel n, (u,) = m.

— On dit que (u,) est majorée s’il existe un nombre réelM tel que, pour tout entier
naturel n, (u,) < M.

— On dit que (u,) est bornée si elle est a la fois minorée et majorée.

Remarque

Une suite est positive (respectivement négative) si elle est minorée (respectivement

majorée) par 0.




Sens de variation
Définitions
Soitny un entier naturel donné et(u,) une suite numérique définie pour tout entier
natureln = ny .
— u, estdite croissante si et seulement si pour tout entiern = ngy, U, < Uyyq-
— u, estdite décroissante si et seulement si pour tout entiern = ng, U, = Up41.

— u, estdite constante si et seulement si pour tout entiern = ny, U, = Up41-

Exercice
On donne les suites numériques (u,) et (v,)suivantes :

vneNu,=n?>—4n+4

1

VnZl,Un=m

Démontrer que la suite (u,,)est croissante et que (v,,) est décroissante.

SEQUENCE 18
Suites arithmétiques
Objectif
Définir une suite arithmétique
Définition
Une suite numérique (u,) est une suite arithmétique s’il existe un nombre réel r tel que
pour tout entiern,ona:uy,1 = U, + 1.
Le nombre r est appelé raison de la suite(u,,).
Exemples
1) La suite (uy)pey définie par:u, =7 —9n

U():_l
vneN, v, =v,—3

2) La suite (v,) ey définie par :{
Propriété
Soit (u,) une suite arithmétique de premier terme u, et de raison r.
Pour tout entier naturel n, ona: u, = uy + nr.
Exercice
Considérons la suite arithmétique (u,,) telle que us = 7 et ug = 19.

a) Détermine la raison et le premier terme de (u,,)

b) Exprime u, en fonction de net u.




Remarques
Pour démontrer qu’une suite (u, ) est arithmétique, il suffit de montrer que:
— soitla différence de deux termes consécutifs de la suite est un nombre réel
indépendant de n:
— soit ou écrire (u,) sous la forme u,, = an + b,ou a et b sont deux nombres réels

indépendants de n.

SEQUENCE 19
Variations et somme des premiers termes d'une suite arithmétique
Objectifs
- Etudier les variations d’une suite arithmétique ;
- calculer la somme des (n + 1) premiers termes consécutifs d'une suite
arithmétique.
Sens de variation
Propriété
Soit (u,,) une suite arithmétique de raisonr:
— sir > 0, alors (u,) est croissante;

— sir <0, alors(u,) estdécroissante ;

— sir =0, alors (u,) est constante.

Somme des (n + 1) premiers termes consécutifs d'une suite arithmétique

Théoréme

Soit (u,,) une suite arithmétique de raison r. On note S,, 1a somme des (n + 1) premiers
termes consécutifs de la suite (u,,), c’est-a-dire :

Spn = Ug +ug +uy Uy,

Alors,ona:

Sy = (n+ 1)ttt

Exemple

La somme de n premiers nombres entiers naturels non nuls est:

1+2+3+ - +n="00




SEQUENCE 20
Suites géométriques
Objectifs
Définir une suite géométrique
Définition
Une suite numérique (uy)nen €St une suite géométrique s’il existe un nombre réel q tel
que, pour tout entier naturel n, on a: Uy, = quy,.
Le nombre réel q est appelé raison de la suite (u,) pey-
Exemples
1) Soit (u,)pey la suite définie par u,, = 107",
(Up)nen €st une suite géométrique de raison 11—0 et de premier terme 1.
2) Soit (v,,),ey la suite définie par v, = —4x2™
(7)nen €St une suite géométrique de raison 2 et de premier terme — 4.
Propriété
Soit (u,,) une suite géométrique de raison q et de premier terme uy.

Pour tout nombre entier naturel n, ona: u, = uyq".

Exemple
Soit la suite géométrique (U, ),y telle que uy, = 8 etu, = 512

Détermine la raison et le premier terme de () en-

Remarques
Pour montrer qu’'une suite (u,)ney €St géométrique, on utilise I'un des procédés
suivants :

— soit établir que le quotient de deux termes consécutifs de (u,) ( si(u,) est a termes

Un

non nuls) est un nombre réel indépendant de n: =q

Un-1
NP . . .
— soit écrire (u,) sous la forme u, = aq™, ou aetq sont deux nombres réels
indépendants de n.

Exercices
a) Soit la suite géométrique (u,) de raison g = S et de premier terme u, = 0,2.

Calculer uy, uyg et uqgo-




. . s . 2
b) Soit (v,,) la suite définie, pour tout entier naturel npar u,, = et

Montrer que cette suite est géométrique.

SEQUENCE 21
Variations et somme des premiers termes consécutifs d'une suite géométrique
Objectifs

- Etudier les variations d’une suite géométrique ;

- Calculerles (n + 1) premiers termes consécutifs d’'une suite géométrique.
Variations
Propriétés
Soit (Up)nso une suite géométrique de raison q et de premier terme non nul u,,.
Pouruy, >0, ona:
— Siq > 1, alors la suiteu,, estdjte croissante.

- Si0 < q <1, alors la suiteu, estdite décroissante.

Pouruy <0, ona:
— 8iq > 1, alors la suiteu,, est dite décroissante.

— Si0 < q <1, alors la suiteu, estdite croissante.
NB': Sila raison g < 0 alors la suite géométrique (u,,) n’est pas monotone.

Exemples

Du, = 2(\/§)n étant une suite géométrique,

(u,,) est une suite croissante caruy = 2 > 0 et ¢ =3 > 1.

2) v, = zin étant une suite géométrique alors (v,,) est croissante car v, = 3et0 < g < 1.

Somme des (n + 1) premiers termes consécutifs d'une suite géométrique

Théoréme

Soit(uy,) une suite géométrique de raison q (avecq + 1) et de premier terme . On note
S, la somme de (n + 1) premiers termes de la suite (u,,) c’est-a-dire :

Spn=uUg+u; +u; +--+uy,.

1_qn+1

1-q

Alors,ona:S, = u,




SEQUENCE 22

Notion de limite d'une suite numérique

Objectifs

Etudier la limite d’'une suite numérique

Suites convergentes

Définition

Soit(u,) une suite numérique etl un nombre réel,
On dit que (u,) admet pour limitel si tout intervalle contenant! contient tous les termes
de la suite d partir d’un certain rang.

On dit alors que la suite (u,) est convergente.

On notelim,_, o u, =1

Exemple

2n+1

Pour tout n = 1,u, =

2n+1

lim, ;0 u, = lim = 2 alors (u,) est convergente.

n—+oo
Remarque
Si une suite est convergente alors sa limite est unique.
Suites divergentes
Définition
Soit (u,) une suite numérique.
(uy) est dite suite divergente si la limite de (u,,) tend vers l'infini ou (u,) n‘admet pas de
limite.
Exemples
Prenons par exemple u, = Vn,v, = netw, = (—1)"
Onalim, ., u, = nl_i}r&)ﬁ = +00,lim,_, v, = nETmn = +oo et

ey = i 0= ] S

Donc les suites u,, v, et w,, sont toutes des suites divergentes.

Théoréme (limite d'une suite géométrique)

Soit(u,)une suite géométrique de raison q avec q non nul et différent de 1. Si
—1 < q < 1, alors la suite (u,) converge vers 0 : lim,_, .. u, = 0.

Siq > 1, alors la suite (u,,) est divergente.

Sig < —1, alors la suite n’admet pas de limite.




SEQUENCE 23

Raisonnement par récurrence

Objectifs

Utiliser le raisonnement par récurrence pour démontrer une propriété

NB

Un raisonnement par récurrence permet de démontrer qu'une propriété P(n) qui
dépend de I'entier naturel n est vraie ou fausse pour tout entier naturel n > n,.
Définition (Principe de récurrence)

Pour toutn € N, on introduit une propriété P(n).

- Si on montre que P(0) est vraie (Etape d'’initialisation)

- On suppose que P(n) est vraie

- Si on montre que, pour toutn € N, P(n + 1) est vraie (Etape d’hérédité)
alors pour toutn € N, P(n) est vraie.

Exemple

On consideére la suite (u,,) définie par récurrence pour tout n € N par:

{UOZO
Upyq = 2Uuy +1

Démontrons que pour toutn € N, u,, = 2" — 1.

Appliquons le principe de récurrence

Ona VneN,
{uOZO
Upsr = 2u, +1

Montrons que Vn € N,u,, = 2" — 1.

On considere la propriété P définie pour n = 0 par

P(n):u, =2"-1.

Etape d’initialisation

pourn =20:

En effetuy, = 0 etpourn=0,0ona 2°—-1=1—-1=0 doncP(0): uyg = 2° — 1 est vraie
aurangn = 0.

Etape d’hérédité

Supposons que, pour un certain entier n > 0 fixé, on ait la propriété P(n) vraie c’est-a-
dire P(n):u, = 2" — 1.

Montrons la propriété P(n + 1): u,,, = 2"t —1:




on a

Upy1 = 2uy, + 1, d’apres la définition de u,,

Upyq = 2(2™ — 1) + 1, car par hypothéseona u, = 2" — 1.
Uy =2.20—2+1 =211

Donc la propriété P(n + 1): up4q = 2" — 1 est vraie.

D'ou Vn € N,u, =2™"—1.

Lecon de la compétence de base 2 du deuxieme trimestre

Lecon : Lois de composition internes
SEQUENCE 24

Objectif

Définir une loi de composition interne
Définition

Soit E un ensemble non vide.

On appelle loi de composition interne sur E, toute application de EXE dans E :

. EXE—E
“(x,y)—oxxy

On dit que * est une loi de composition interne sur E.
Exemples
1) L’addition notée + est une loi de composition interne sur N, N*, Z, Q et R mais pas
dans Z*, Q*, R*.
2) Le produit noté . ou X est une loi de composition interne sur N, N*,Z, Q et R.
3) La différence notée - est une loi de composition interne sur Z et R.
4) Dans N*,le PGCD et le PPCM sont des lois de composition interne.
Exercices
1) On définit I'ensemble:
ZIV2| = {# + ¢V2,¢ € Z}.
Montre que + est une loi de composition interne sur Z|\/§|
2) SoitE =[0,1].
On définit une loi * sur E par:
Vx,y€€EE, xxy=x+y—xy.

Montre que laloi * est une loi de composition interne sur E.




SEQUENCE 25
Commutativité et associativité d'une loi de composition interne
Objectif
Etudier la commutativité et I'associativité des lois de composition internes
Commutativité
Définition
Soit * une loi de composition interne définie sur un ensemble E.
*est commutative = V(x,y) € E2,x xy =y * x.
Exemples
1) L’addition et la multiplication sont des lois commutatives dans N, Z, R.
2) La composition des applications affines notée o n’est pas une loi de commutative
car, généralement on a: sur fog # gof.
Exercices
1) On définit dans sur R, une loi de composition interne notée * telle que:
VX ERx*xy=xy+ (x? —1)(y? - 1).
La loi * est-elle commutative ? Justifie ta réponse.
2) On définit sur N*, 'exponentiation qui est 'application: (a, b) — aP’.
a) Montre que cette loi est interne dans N*.
b) Montre que I'exponentiation n’est pas une loi commutative
Associativité
Définition
Une loi * est dite associative si et seulement si pour tous élémentsa, b, c de E,
(axb)*c=ax(bx*c).
Exercices
1) Soit E4,l'ensemble des applications affines de E dans E.
a) Montre que la loi o est associative.
b) Cette loi est-elle aussi commutative? Justifie.
2) On considére la soustraction dans I'ensemble des entiers relatifs.
a) Est-elle un loi de composition interne dans Z?

b) Cette loi est-elle commutative? Justifie




SEQUENCE 26

Distributivité d'une loi sur une autre

Objectif

Etudier la distributivité d’'une loi sur une autre

Définition

Soient E un ensemble non vide, * et | deux lois de composition internes sur E.
1 est distributive sur * si et seulement si pour tous éléments x,y,z de E,
x1ly*xz)=(Lly)x(xLz)et(y*z) Lx=(y Lx)=*(zLlx).

Remarque

Si 1 est une loi commutative, une et une seule des 2 égalités ci-dessus suffit.
Exemple

La multiplication des nombres réels est distributive par rapport a I'addition dans R car,

Va,b,c € R,ona:ax(b+ a) = (axb) + (axc).

SEQUENCE 27

Eléments neutre

Objectif

Etudier I’élément neutre d’une loi de composition interne

Définition

Soit F un ensemble non vide et * une loi de composition interne sur E.

Soit e un élément de E.

e est I'élément neutre pour la *si et seulement si pour tout x élément E,
exx=x%e=x.

* admet un élément neutre dans E si et seulement s’il existe un élément
edeE telquepourtoutxdeE,x*xe=e*xx=x

Exemple

1) Dans R, 0 est I'élément neutre pour l'addition et 1 est I’élément neutre pour la
multiplication.

2) Dans P(E), @ est I’élément neutre pour la réunion.

Théoréme

Si *admet un élément neutre, celui-ci est unique.




Exercice
On considere I'ensemble noté GL(E), I'ensemble des applications linéaires de E et soit o
la loi de composition des applications linéaires.

1) o est-elle une loi de composition interne?

2) Est-elle commutative? Associative?

3) Admet-elle un élément neutre? Lequel?

SEQUENCE 28

Eléments symétrisables

Objectif

Etudier I'’élément symétrisable d'une loi de composition interne

Définition

Soit un ensemble E possédant un élément neutree.

Soitx € E.

x admet un symétrique a gauche pour la loi

*si et seulement s'ilexiste x'élément de E tel que x' xx = e

Xx admet un symétrique a droite pour la loi

*si et seulement s'il existe x'élément de E tel quex xx' = e

X admet un symétrique pour *si et seulement s'il existe x'élément de E tel que x *
xX'=x"xx=e

Xx admet un symétrique a gauche pour * si et seulement si x admet un symétrique

d gauche pour *

Xx admet un symétrique a gauche pour * si et seulement si x admet un symétrique

d droite pour *

x est un symétrisable pour * si et seulement si x admet un symétrique pour *
Théoréme

Soitx un élément de F.

Si * est associative, posséde un élément neutree et six admet un symétrique pour *
celui-ci est unique.

Exemples

1) Dans I’ensemble Z des entiers relatifs, le symétrique d’'un nombre entier relatif x pour
I'addition est son opposé.

Ainsi, —456 est I’élément symétrique de 456 pour 'addition des entiers relatifs.




2) Si on considére la loi o de composition des applications , les éléments de EZ(
ensemble des applications de E sur E) qui admettent un symétrique pour cette loi sont

les bijections de E sur E et le symétrique d'une bijection f pour la loi o est sa réciproque

£

SEQUENCE 29

Structure de groupe

Objectif

Définir un groupe

Définition

Soit G, un ensemble non vide puis * une loi de composition interne sur G.
(G, *) est un groupe si et seulement si :

— laloi * estassociative

— Laloi* posséde un element neutre dans G.

— Tout élément de G posséde un symétrique pour * dans G.

Si de plus, Ia loi x est commutative, le groupe (G,*) est dit commutatif ou abélien.

Exemples
1) (Z,+), (D, +),(Q,+) et (R, +) sont des groupes commutatifs.
2) (D*,%), (Q*,x%), (D*,X) et ( R*,X) sont des groupes commutatifs.

Exercices
1) (Z,X) est-il un groupe commutatif ? Justifie ta réponse.
2) Soit E 'ensemble défini par: E = {a, b, c}.
3) a) Définis en extension I'ensemble P€ des parties de I'ensemble E. On a donc:
P(E)=0..
b) On munit I'ensemble P(E) de la loi N(intersection).
— Montre que N est une loi de composition interne dans P(E).
— Montre que (P(E),N) est un groupe.

— Ce groupe est-il commutatif ? Justifie ta réponse.




SEQUENCE 30

Partie stable d'un groupe

Objectif

Déterminer une partie stable d'un groupe

Définition

Soit F un ensemble non vide puis * une loi de composition interne sur E.
Soit F une partie non vide de E.

Fest stable pour *= ¥(x,y) € F2,x xy € F.

Exemples

1) Dans N, I'’ensemble des nombres pairs est stable pour la multiplication.
2) Dans EE, I'ensemble des bijections est stable pour la loi o(composition des

applications).

Exercice

L’ensemble N; des nombres entiers naturels impairs est-il stable pour la multiplication

dans N ? justifie ta réponse.

Lecon : Analyse combinatoire
SEQUENCE 31

Les ensembles et parties d'un ensemble
Objectifs
- Définir et dénombrer un ensemble fini ;
- déterminer les parties d’'un ensemble fini
Définition
Un ensemble est une collection d’objets de méme nature ou non appelés éléments.
1l est toujours désigné par une lettre majuscule.
Un ensemble est dit fini si I'on peut compter et donner le nombre exact de ses éléments.
Ce nombre d’éléments est appelé son cardinal noté Card.
Dénombrer un ensemble fini, c’est déterminer son cardinal.
Un ensemble est infini lorsqu’on ne peut déterminer le nombre de ses éléments.
Exemples
1) L’ensemble des lettres de I'alphabet francais est

A={a,b,c,d,e ,f,g hijkl,mmnopqrstuv,wxy,z}.




Il compte 26 éléments. Son cardinal est donc 26 et on note: Card A = 26.
2) L'ensemble des entiers naturels estN={0;1;2;3;...}. Il a un nombre infini
d’éléments.
3) L’ensemble des chiffres arabes est: B ={0; 1; 2; 3; 4; 5; 6; 7; 8; 9}. Card B = 10.
Ensemble des parties d'un ensemble
Définition
A est un ensemble fini.
L’ensemble des parties de A noté P (A) est constitué de toutes les parties vide ou non de
A.
Si Card A= n, alors Card P (A)=2".
Exemple
On donne A = {1; 2; 3}.
Card A =3.
PA)={8,{1},{2},{3},{1; 2}, {1; 3}{2; 3}{1; 2; 3}}.
Card P (4)=23=8.
NB: Les éléments de P (A) sont des parties de A donc des sous-ensembles de A.
L’ensemble vide et la partie constituée de tous les éléments de A sont les éléments de P
(A).

La partie constituée de tous les éléments de A est appelé la partie pleine de A.

Exercice
On donne A ={a, b, 1, 2}.
Ecrire I'ensemble P (4) et déterminer Card P (A).

SEQUENCE 32

Partition d'un ensemble

Objectifs

Constituer une partition d'un ensemble

Définition

A est un ensemble.

Des parties de 'ensemble A forment une partition de A si:
— elles sont toutes non vides ;

— elles sont deux a deux disjointes ;




— Jeur réunion forme l'ensemble A.
Exemple
On donne I'ensemble A = {a, b, ¢, d, e}.

— Les parties B={a,e}; C = {b, c,d} forment une partition de 'ensemble A car:

- B#@etC=0;
- BnC=g;
- BuC=A.

— Lesparties E={a,c,d}; F={b,c,e}etD = {a,d} ne forment pas une partition de
A car elles ne sont pas deux a deux disjointes.
Propriété
A est un ensemble fini.
On désigne par Ay, A;, Ay, ..., Ay, des parties de A formant une partition de A.
On a: Card A= Card A, + Card A, + Card As; + ...+ Card A, car chaque élément de A est

un élément d’une et d’une seule des parties Ay, A,, Ay, ..., A, formant la partition de A.

Conséquences
— Pour toute partie B d’un ensemble fini A, Card A = Card B + Card (A\ B).
— Pour toutes parties B et C d’un ensemble fini A,
Card (BUC) = Card B + Card C - Card (Bn C).
Exercice
A, B et C sont trois parties d’'un ensemble fini E.

Etablis le Card (AU B U ().

SEQUENCE 33

Produit cartésien d’ensembles

Objectif

Etablir le produit cartésien d’ensembles

Définition

A et B sont deux ensembles.

Le produit cartésien de A par B noté AX B est 'ensemble des couples (a, b) tels que a€ A
etbe B.

AX B se lit: « A croix B ».




Remarques

Cette définition peut s’étendre a un nombre quelconque donné d’ensembles. Le
produit cartésien des ensembles Ay, Ay A, ..., Ap est I’ensemble
Arx Apx Apx .. X Ap,.

Le produit cartésien de I'ensemble A x A x A x ...x A (pfois A) est noté AP.

Les éléments du produit cartésien de deux ensembles sont appelés des couples;
ceux de trois ensembles des triplets ; ceux de quatre ensembles des quadruplets

etles éléments de A;x Ayx Ayx...x Ap, des p-uplets.

Exemple

On donne les ensembles A = {a, b; c} et B = {1, 2}.

Déterminons les éléments du produit cartésien A x B.

Dans un tableau a double entrée, il est pratique de déterminer ces éléments :

1 2
A
a @l) | (a?2)
b (b,1) | (b,2)
C (c,1) | (c2)

Ainsi, A x B={(a,1),(a,2),(b,1),(b,2),(c,1),(c,2)}.

Propriété

A et B étant deux ensembles finis, Card (Ax B) = Card A x Card B.

Remarques

La propriété précédente peut étre généralisée a p ensembles :

— Pour tous ensembles finis A;, Ay, A,, ... , Ap,

Card (A;x Apx Apx...x Ay) = Card A;x Card A,;x Card A,x ... x Card Ap,.

— Pour tout ensemble fini A a n éléments, Card (4P) = nP.

Exercice

On lance deux dés ayant des faces numérotées de 1 a 6. Le résultat d'un lancer est un

couple de nombres apparaissant sur la face supérieure de chaque dé.




a) Combien y a-t-il de résultats possibles ?
b) Combien y a-t-il de résultats pour lesquels la somme des deux nombres est-elle

supérieure ou égale a 10 ?

SEQUENCE 33

Les premiers outils de dénombrement : le comptage et les diagrammes

Objectifs

Utiliser le comptage ou les diagrammes pour dénombrer un ensemble

Le comptage

Exemple

On donne I'ensemble A = {a, b, ¢, d}.

Ecrivons tous les mots de trois lettres distinctes ayant ou non de sens avec les lettres de
I'ensemble A et déterminons leur nombre.

Ona:

abc, acb, bac, bca, cab, cba,

abd, adb, bad, bda, dab, dba,

acd, adc, cad, cda, dac, dca,

bcd, bdc, cbd, cdb, dbc, dcb.

Il y a au total 24 mots de trois lettres distinctes ayant ou non de sens que I'on peut
former avec les quatre lettres de I'ensemble A.

Exercice

Sur la figure suivante, combien a-t-on de triangle ? De parallélogramme ?

A E B

D F [o]

Les diagrammes

Exemple

Dans une classe de 25 éleves, 17 jouent au football,
10 jouent au handball et 8 pratiquent les deux

sports.




Déterminons a 'aide d'un diagramme le nombre d’éléves jouant seulement au football,
seulement au handball et le nombre des éleves ne pratiquant aucun des deux sports.
Sur le diagramme ci-dessus, on a désigné par :
A la classe considérée, Card A = 25 ; F 'ensemble des éleves jouant au football, Card F =
17 ; H I'ensemble des éleves jouant au handball, Card H = 10 et par F N H '’ensemble des
éleves pratiquant les deux sports, Card FN H = 8.
Comme Card F N H = 8, il ne restera que 17 - 8 = 9 éléves ne jouant seulement qu au
football.
De méme, il ne restera que 10 - 8 = 2 éleves ne jouant seulement qu’au handball.
Finalement, dans cette classe, il y a 9 + 2 + 8 = 19 éleves pratiquant au moins 'un des
deux sports.
Il restera donc 25 - 19 = 6 éléves ne pratiquant aucun des deux sports.
Exercice
Dans un établissement scolaire, il 55% de filles et 45% de gargons. 12% des gar¢ons et
18% des filles n’ont jamais redoublé une classe.

1) Quelle estla proportion d’éleves n’ayant jamais redoublé ?

2) Quelle est la proportion de filles parmi les éléves n’ayant jamais redoublé ?

SEQUENCE 34

Les premiers outils de dénombrement : les arbres

Objectifs

Utiliser les arbres pour dénombrer un ensemble

Les arbres

Exemples

1) Ondonne l'ensemble A = {1, 2, 3, 4}.

Combien peut- on former des nombres de trois chiffres distincts avec les

éléments de A ?

Al'aide d’un arbre, formons ces nombres et déterminons combien ils sont :
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On dénombre au total 24 nombres formés de trois chiffres distincts choisis parmi les
éléments de A.
2) Pour aller a une cérémonie de mariage, Monsieur Narem peut choisir la chemise, le
pantalon et la veste qu'il portera. Il possede 5 chemises, 3 pantalons et 2 vestes.
Combien de choix distincts peut-il effectuer ?
Al'aide d’un arbre, effectuons ces différents choix et déterminons leur nombre.
A cet effet, désignons par Cy,C,,C3,Cy,Csles 5 chemises, par Py, P, P;les 3
pantalons et par V; et V, les 2 vestes.

On obtient I’arbre suivant :

Cs
P, P P

P, P, P, P, P, P,
V, oV, VoV, Vo

Il y a au total 30 choix distincts possibles que peut effectuer Mr Narem.

Exercices

1) On dispose de quatre piéces de monnaie : une piéce de 5F, une piece de 10F, une
piece de 25F et une piéce de 50F. Quelles sont toutes les sommes possibles que

I'on peut constituer avec ces pieces ?




2) Quatre couples sont réunis pour une soirée dansante. Les quatre hommes
invitent chacun une femme a danser.
De combien de fagons peut se faire cette invitation sachant qu’aucun homme ne

danse avec son épouse ?

SEQUENCE 35
Les arrangements avec remise
Objectifs
Utiliser les arrangements avec remise pour dénombrer un ensemble
Les arrangements avec remise : les p-uplets d’'un ensemble
Définition
A est un ensemble a n éléments et p un entier naturel non nul.
Un p-uplet d’éléments de A est un arrangement avec remise des n éléments de A p a p.
Un p-uplet est donc un élément de AP
Propriété
Le nombre des p-uplets d’'un ensemble a n éléments estnP.
C’est aussi le nombre des applications d’un ensemble a p éléments vers un ensemble a n
éléments.
Exemples
1) On donne I’ensemble A = {1, 2, 3,4,5}. Combien de nombres de trois chiffres distincts
ou non peut-on former avec les éléments de A ?
En effet, former un nombre de trois chiffres distincts ou non choisis parmi les
éléments de I'’ensemble A, c’est faire un triplet d’éléments de A.
Le nombre total de ces triplets est : 53 = 125 nombres.
2) De combien de fagons peut-on ranger 9 livres dans une bibliotheque comportant 3
étageéres ?
Ranger 9 livres dans une bibliotheque a 3 étagéres, c’est définir une application
d’'un ensemble a 9 éléments vers un ensemble a 3éléments.

Le nombre total de ses applications est :3°.




SEQUENCE 36
Les arrangements sans remise
Objectif

Utiliser les arrangements sans remise pour dénombrer un ensemble

Les arrangements sans remise

Définition

E est un ensemble a n éléments et p un entier naturel non nul tel que p < n.

Un arrangement sans remise des n éléments de A p a p est un p-uplet d’éléments tous
distincts de E.

Propriété

Le nombre total des arrangements sans remise p a p des n éléments d’un ensemble E est
noté AV,

C'est aussi le nombre dapplications injectives d’un ensemble a p éléments vers un
ensemble a n éléments.

A =n(n-1D(m-2)..(n-p+1).

Remarques

— Le nombre de facteurs du produit AY =nn-1)(n-2)..(n-p + 1) est p.

Exemple

A3, =12x11x10x9x8.

Iy a5 facteurs dans le produit.

— Si p> n, il est impossible de choisir p éléments tous distincts dans E tout comme il
est impossible d’établir une application injective d’'un ensemble a p éléments vers un
ensemble a 7 éléments.

Notation factorielle et propriété

On note : n! eton lit : « factorielle n ».

n!/=nxm-1)nm-2)x..x 2x1

Par convention, 0! = 1.

Ainsi, n et p étant deux entiers naturels non nuls tels que p < n,

P _ n!
An = (n-p)!

Par convention, A% = 1




SEQUENCE 37
Les permutations
Objectifs

Utiliser les permutations pour dénombrer un ensemble

Définition
A est un ensemble a n éléments.
Une permutation des n éléments de A est un arrangement sans remise de tous les n
éléments de A.
Le nombre total de ces permutations estn !
C’est aussi le nombre des bijections d’'un ensemble a n éléments vers un ensemble a n
éléments.
Exemples
1) Déterminons le nombre de fagons de disposer 5 drapeaux de 5 pays différents sur 5
mats.
Ilyaeneffet 5! =5x4 x 3 x2x1= 120 facons de disposer 5 drapeaux de 5
pays différents sur 5 mats.
2) 6 athletes prennent le départ d’'une course a pied. Chacun d’eux prend au hasard un
des 6 couloirs de la piste. Déterminons le nombre de départs possibles.

llya6!=6x5x4x3x2x1=720 départs possibles.

SEQUENCE 38

Les combinaisons

Objectif

Utiliser les combinaisons pour dénombrer un ensemble

Définition

A est un ensemble a n éléments et p un entier naturel tel que p < n.

On appelle combinaison de p éléments de A tout sous-ensemble de A ayant p éléments.
Le nombre total des combinaisons de p éléments d'un ensemble a n éléments noté
CP est:

p
Ap nl

P _
Cn = p!  pl(n—p)!




Remarques
— une combinaison de p éléments d’'un ensemble a n éléments ne peut exister que si
p=<n
— A estun ensemble a n éléments.
e Ilyaune seule partie a 0 élément de A ; c’est la partie vide : C2 = 1.
e Ilyauneseule partie a n éléments de A ; c’est 'ensemble A lui-méme :
Cl=1.

e Ilyansingletonsinclus dans A: C} =n.

Propriétés
netp sontdeux nombres entiers tels que p < n.
C:ll—P — Crz: s

— Sideplus0<p<n alors,ona: Cfl’__ll +Cch = CF

SEQUENCE 39
Bin6me de Newton
Objectifs
Utiliser la formule du bindme de Newton pour développer des expressions
Formule du bindme de Newton : propriété
a et b sont deux nombres réels et n, un nombre entier naturel nonnul. Ona :
(a+b)* = Cla™b® + Cla™ bt + C2a™2%b%> + .. + CPa™PbP + .. +
Cr1lalb™ 1 +Cla’b"
En utilisant le symbole, on écrit : (a + b)™ =Yp_, C} a™ PbP.
Exemples
1) (a+ b)?=CJa’b°+C}a? *b* +C%a*2b2.
2) (a+b)3=Cla3b°+Cia®1b +C2a®~2b% + C3a® 3h3.




Triangle de Pascal
La propriété C°~ + CP_, = CP et les égalités CJ = C2 = 1 nous permettent de calculer
de proche en proche les valeurs de Ch.

On utilise, a cet effet, la disposition ci-dessous appelée « triangle de Pascal » :

Pl 4+cP, p/1 2 3 4 5 6 7 8
= n
cP 0 |1
1 |1 1
2 |1 2 1
3 |1 1
4 |1 4 1
5 |1 5 5 1
6 1 6 15 20 15 6 1
7 |1 7 21 7 1
8 |1 8 28 28 8 1

Ce tableau permet de retrouver facilement les coefficients de la formule du bindéme de

Newton.

Exemple

(a + b)° =a® + 5a*b + 10a3b? + 10a?b® + 5ab* + b°

SEQUENCE 40

Principe de dénombrement : tirage de boules d'une urne

Objectif

Modéliser les différents types de tirages

NB: Pour résoudre des problémes de dénombrement, on a utilisé le comptage, les
diagrammes, les arbres.

On a aussi utilisé les arrangements avec remise (les p-uplets), les arrangements sans
remise, les permutations et les combinaisons.

I est donc nécessaire de connaitre les caractéristiques de ces différentes notions et de

préciser leurs domaines d’utilisation.




Tirages de boules d’'une urne
Une urne contient 12 boules numérotées de 1 a 12. On tire 3 boules de cette urne.
Calcule le nombre de tirages distincts dans les trois cas suivants :
a) les boules sont tirées I'une apres l'autre en remettant chaque fois la boule tirée
dans l'urne ;
b) les boules sont tirées 'une apres I'autre sans les remettre dans l'urne ;
¢) les trois boules sont tirées simultanément.
Attention
On peut récapituler ces différents tirages de p boules et leur dénombrement par le

tableau suivant ou A désigne un ensemble ayant 7 éléments :

Modélisation Les p éléments | Les p éléments | Outils Nombre de
sont ordonnés sont distincts tirages
Tirages successifs | Qui Non p-uplets nP

avec remise

Tirages successifs | Oui Oui Arrangements | AY n>p
sans remise sans remise

Tirages simultanés | Non Oui Combinaisons | C¥ n>p
SEQUENCE 41

Principe de la somme et du produit
Objectifs
Utiliser le principe de la somme et du produit
Exemple
Une urne contient 12 boules numérotées de 1 a 12 dont 5 sont rouges, 3 vertes et 4
blanches. On tire successivement et avec remise 3 boules de cette urne.
Calcule le nombre de tirages distincts dans les deux cas suivants :
1) Les 3 boules tirées sont de méme couleur ;
2) La premiere et la troisieme boules tirées sont vertes.
Solution
Désignons par U I'ensemble des 12 boules contenues dans l'urne et par R, V et B les
parties de U contenant respectivement les boules rouges, vertes et blanches.

On sait que le nombre total des tirages est: 125.




D

2)

Avoir 3 boules de méme couleur revient a obtenir soit 3 boules rouges, soit
3boules vertes, soit 3 boules blanches. Les ensembles de tirages correspondant a
ces trois cas forment une partition de I'ensemble des tirages cherchés.
L’ensemble des tirages de 3 boules rouges est I'ensemble des triplets de R, de
méme l'ensemble de tirages de 3 boules vertes et de 3 boules blanches sont
respectivement les triplets de V et de B.

Le nombre total des tirages de 3 boules de méme couleur est:

5% + 3% + 43=216.

La premiere et la troisieme constituent un couple de V, c’est-a-dire un élément de
V2, la deuxiéme boule est un élément de U. L’ensemble des tirages cherchés est
V2xU.On a: Card (V?) = 32 et Card(U) = 12. Le nombre de tirages distincts dans

lesquels la premiére et la troisiéme boules sont vertes est : 32x12 = 108.

Méthode

Pour dénombrer un ensemble A, on peut utiliser I'un des deux principes suivants.

Principe de la somme: on définit une partition de A par des ensembles
Ay, Ay, ... As.

Onaalors Card (A) = Card(A,) + Card (A,) + ...+ Card( 43).
Principe du produit: on décompose l'ensemble A en un produit cartésien
d’ensembles 44, 4,, ..., A;.

On aalors Card (A) = Card(A;)xCard (A;)x ... xCard( A3).




Lecons de la compétence de base 3 du deuxiéme trimestre

Lecon : les angles orientés
SEQUENCE 42

Orientation du cercle, du plan

Objectif

Orienter un cercle, un plan

Orientation du cercle

[l n'y a que deux sens de parcours sur le cercle (C).

Par convention, le sens direct ou trigonométrique ou

sens positif est le sens inverse du déplacement des /_\
aiguilles d’'une montre.

L’autre sens est appelé sens indirect ou rétrograde ou

encore sens négatif.

Le cercle (C) de centre O, de rayon 1 sur lequel est fixé

un point origine I et muni du sens trigonométrique est

appelé cercle trigonométrique.

La circonférence d’un cercle trigonométrique est 2.

Orientation du plan

On dit que le plan est orienté lorsque tous les cercles du plan sont orientés dans le méme
sens.

En général, on I'oriente dans le sens positif (ou direct).

SEQUENCE 43
Repérage de points sur le cercle trigonométrique
Objectif
Répérer un point sur le cercle trigonométrique
Repérage de points I3)
Soit (C) le cercle trigonométrique d’origine I. i
L’origine I est repérée par le réel 0 (zéro) alors que les
points J, I' et ]’ sont repérés par les réeels respectifs " ©) g T
et ——.
2

. ’ Vs Vs .
On dit que ces réels 0, P et -3 sont des abscisses




curvilignes respectives des points [, ], I'et ]’

Le point ] a pour abscisse curviligne g car I'angle au centre [0] a pour mesure % Il en est

de méme pour I’ car mesIOl' = m.

Cependant, sigest une abscisse curviligne du point ], il n’est pas le seul car les réels

g + 2m, g + 47r,§ + 6, ,g + 2%mn (£ € Z) constituent aussi des abscisses curvilignes du

point J.
On dira donc que les réels§+ 2#mn(# € Z) sont des réels curvilignes du point J sur le

cercle (C) .

De maniére générale: six est une abscisse curviligne d’'un point M sur le cercle (C)
alors toutes les autres abscisses curvilignes du méme point M sont de la forme
x+2#n(k €EL).

On dit que les abscisses curvilignes d’'un méme point de (C) sont égales modulo 27.

En d’autres termes, x’, x et y sont des abscisses curvilignes du méme point M alors il
existe £ € Z tel que x = y + 24m.

Exercice

On considere le cercle trigonométrique (C) d’origine I et soit ] le point de (C) associé au

réel % 0 est le centre de ce cercle (C).

a) Construis la bissectrice de I'angle au centre [0] qui rencontre le cercle aux points
M et M’, M’ étant placé entre I et ].

b) Détermine les abscisses curvilignes du point M sur le cercle (C).

SEQUENCE 44
Arcs orientés
Objectif
Définir et noter un arc orienté
Définition
On appelle arc orienté un couple de points du cercle
trigonométrique (C).
q B(b) -
Etant donné deux points A et B du cercle (C),

désigne I'arc orienté d’origine A et d’extrémité B.




Si a et b sont deux abscisses curvilignes respectives A et B, le réel b — a est la mesure de

. 7 :\B
I'arc orienté

Onadonc:

"

AB
Si A(a) et B(b) sur un cercle trigonométrique (C), alors mes =b—a.

Un arc orienté a une infinité de mesures qui sont égales modulo 7.

~
AB
On écrit donc : mes = a — b[2n].

Exemple

e

Calculons mes ) , mes ’
N N
Al T T Al 2T
On a mes =5-< [2m] donc mes =— [2m]

Donc mes = g[Zn].

£

De méme,ona:mes = % - (g) [27]

SEQUENCE 45

Angles orientés

Objectif

Définir et noter un angle orienté
Définition

Soit (C) un cercle trigonométrique de centre 0, A et B deux points de (C) et soientil ,v
les vecteurs tels que OA = i et OB = .

Les vecteursu etv sont des vecteurs unitaires et par

définition :




LY

e Les mesures de l'arc orienté mes BA sont les mesures de l'angle orienté du
couple (U, V).

e La mesure de l'angle orienté (i, V) qui appartient a l'intervalle]—m, ] sappelle
la mesure principale de l'angle orienté donné.

Ainsi, sia est la mesure principale de l'angle orienté (ﬂ) alors toutes les mesures

de I'angle orienté (U, v) sont de la forme a + 2#n (£ € 7).

Exemples

1) Considérons sur un cercle trigonométrique (C) de centre O les points M et N

' . 7 s us
associés respectivement aux réel — 7 et 3

Déterminons les mesures de 'angle orienté (W, W)

N

L'arc orienté = est tel qu’on a: 1)
MN m m T, m
mes 3 (4) [27] 3 + 4 [27] M-

5

NN

Donc mes =7 [27]
12

On se rend compte que 1—72[ € ]—m, ] donc elle est la mesure principale de I'angle
orienté (_OTVI)/,\WV))

On a donc (5_17,\0_1\7) = 1—72[ [2m].

Les réels de la formez—z+ 2#m (€ RIL) constituent 'ensemble des mésures de
I'angle (W/,\W)

2) Soient1, j duex vecteurs unitaires tels que 7 L J.

Ona:

- Soit (T,)) = %[ZTL’]

- Soit (J,1) = —g[Zn].




Remarque:
Si I'angle orienté (ﬁ, 5§) a pour mesure principale « alors I'angle géométrique AOB a
pour mesure la valeur absolue de , c’est-a-dire mesAOB = |a|.

Exercice

Sur un cercle trigonométrique (C) de centre O, on considere les points A, B, M et N

3w

.z . ’ s 21
associes respectivement aux réels — 5 ; e ; 3 et 3

a) Fais la figure et repére ces points sur le cercle (C).
b) Déterminer les mesures des angles orientés (ﬁ, ﬁ), (TO,W), (W, W),

(0B, MOB), (OM,ON); (0B, ON); (OM, 04);(ON, 04).

SEQUENCE 46

Cas d’angles orientés de couples de vecteurs colinéaires
Objectif

Déterminer la mesure d’angles orientés de couples de vecteurs colinéaire
Angles orientés de vecteurs non nuls

Définition

Soient A et B deux points du plan tels que O0A =1 et

—

OB = ¥, U etV non nuls.

L’angle orienté (u, V) est défini comme étant aussi l'angle

== e Bl = _opl
(u,v) ou u =0A" et v =0B' sont des vecteurs

— 1—]>

etv = —.
[1¥ll

e

unitaires avec :u' = T

Cas particuliers d’angles orientés

=

Théorémes

1) Deux vecteurs non nulsi etv sont colinéaires si et seulement si (u’, v’) =0
Y G
ou (u ,U ) =T.
A -
Ona: (u Y ) = 0 pout vecteuru non nul.

De méme, on a :(U, — V) = m pour tout vecteuri non null.




2) Trois points distincts A, B et C sont alignés si et seulement si on a : (Zﬁ, Zf')) =0 ou

(4B, AC) = m.

SEQUENCE 47

Mesure principale d'un angle orienté

Objectif

Distinguer la mesure principale des autres mesures d’un angle orienté

Mesure principale d'un angle orienté

Soit (ﬁ,\ﬁ) un angle orienté de mesure a.

On sait que a est la forme a + 2#&mn (% € Z). Or parmi toutes ces mesures a + 2#&m (% €
Z), il en est une et une seule qui appartient a l'intervalle |—m,m [. C’est la mesure
principale de I'angle orienté @, D).

Quelques fois, la valeur exprimée de l'angle orienté (ﬂ) nécessite certaines
transformations pour déterminer la mesure principale de I'angle concerné, soit pour des
commodités de calcul, soit pour le repérage des points sur un cercle trigonométrique.
Ainsi, a partir de quelques exemples précis, montrons comment déterminer le mesure
principale d'un angle orienté donné.

Exemples
1) Soit l'angle (ﬂ) = ?’ZTn Déterminons sa mesure principale.
On va décomposer le nombreSzT”afin de l'exprimer sous la forme a + 24&n (£ € Z)ou
a €] —m; .

32 30m+2m

On sait que:—-=—

=10 + 2?7[ Cette écriture est bien de la forme a + 241 (£ €

Z) avec «a =2?7T€]—n,n] et#£ = 5.

Donc (U, v) = 32—” = [n].

—-135m

2) Considérons I'angle orienté (u, V) = et déterminons sa mesure principale.

—135wr __ m—136m
4 4

Donc:(u,v) = g[Zn].

On sait que = % —16m avecg € |-m,m].

12407
12

3) Déterminons la mesure principale de 'angle orienté (¥,1) =




12407

L’astuce que nous allons utiliser consiste a désigner par a et par ala mesure

principale associée a.

12407
+ 2£m et comme a la mesure

On pose donc:a = a + 2&n (£ € Z), c'est-a-dire « 5

1240

. 1 1 1240
principale donc —-——< k <=
2 24 2

— . ce qui nous donne :

—52,16 < £ < 51,08 d'ou £ = —52.

. . 1240
On détermine la valeur de « an effectuant le calcul : a = 142 =+ 2(=52)m
Donca =2 =21,
12 3

12401

. , =23 2T 7N
La mesure orienté de I'angle (i, ¥) est donc — > associé a la mesure

SEQUENCE 48
Méthode de la détermination de la mesure principale a, associée a une abscisse curviligne
a.
Objectif
Appliquer la méthode de détermination de la mesure principale d’angles
Méthode
Pour déterminer la mesure principale a associée a une abscisse curviligne a, on peut
procéder en utilisant les trois étapes suivantes :
1¢re étape
On pose les conditions suivantes :
a) :ilexiste£ € Ztel quea = a + 24m.
b) On considere que: —r < a < .
2&me étape
On calcule # a partir de la double inégalité :

—n<a+2/&n$n@—%—%<k£%+%
Puis en posant x = %, onadonc:
/&E]x—l;x+l]

2 2
3eme étape

On détermine la valeur de a en remplagant £ par sa valeur obtenue ci-dessous.




Exercice

Quelle est la mesure principale associée a chaque mesure :

81 131w 253
T .

47 6 12

SEQUENCE 49

Relation de Chasles

Objectif

Utiliser la relation de Chasles dans le calcul d’angles
Théoréme

Quels que soient les vecteurs non nulsu, v etw, ona :
1) (@, 0) + (B, w) = (@, w) : relation de Chasles sur les angles orientés.
2) @70) = -@W.
3 -@9) =49 =E-0+m
4) (ra, £9) = (@, D) (% élément non nul)
Exercices
1) Soit ABC un triangle. Démontre que :(ﬁ, ﬁ) + (ﬁ, ﬂ) + (54), ﬁ?)) = m[2m]
2) Soit ABC un triangle équilatéral tel que (Zﬁ, ﬁ) = — g [2m].
Montre qu'il n’est pas possible d'avoir(ﬁ, R) = +§ [2m].
Déduis-en que (ﬁ, ﬁ) = —g[Zn].
Justifie de méme que (EZ, H?)) = — g [2m].
3) Soit ABC un triangle équilatéral tel que (ﬁ,ﬁ) = — g [2m].
Soit A’,B’,C’ les milieux respectifs de [BC], [AC] et [AB].
Détermine (R, ﬁ), (ﬁ, B—A’)), (C_A’), ﬁ?)’), (ﬁ, Ef), (ﬁ, Z‘T?))
(tu justifieras les réponses obtenues).
Double d’un angle orienté W, v)
Définition
Soienti et Udeux vecteurs non nuls.

L’angle 2(U, V) se définit comme la somme (U, V) + (U, V) et s’appelle le double de I'angle

(u,v).




Propriété
L'angle2(U, V) ne change pas si l'on remplaceil etV par des vecteurs qui leur sont

respectivement colinéaires.

SEQUENCE 50

Cosinus et sinus d’'un angle

Objectif

Définir et déterminer le cosinus et le sinus d'un angle orienté
Cosinus et sinus d’'un angle orienté

Définition

Le plan muni d’un repére orthonormal direct (0,1,]) [i.e (1,,]) = g /.

A tout réel tel que a, on associe le point M du cercle trigonométrique tel que a est une

mesure de l'angle orienté (?,/0—7/1))

On appelle cosinus a l'abscisse de M et sinusa l'ordonnée du méme point M dans le
repére (0,7, 7). Le vecteur OM s’écrit donc :

OM = cosal+ sinaj.

Cosinus et sinus d’angle de vecteurs

Définition

Soit (0,1,]) un repére orthonormé direct, alors le cosinus (resp. le sinus) d’un angle

orienté (ﬁ,\ﬁ),est égal au cosinus (resp. sinus) d’une mesure principale en radians de cet
angle orienté.

On note ce cosinus : 605(5,\17), et ce sinus, sin(ﬁ,\ﬁ).

Exemple

P BY . ;= SN . Y
On considére un angle orienté (i, 7) dont une mesure en radians est -

On sait que toute autre mesure de cet angle orienté (U, v) est% + 24mu(£ € 7).

On a donc cos(u, V) = cos (g + 2/&71) or cos(a + 2#m) =cos a donc

cos(U,v) = cos% = ?

A = . T . T 1
De méme, ona: sin(u,v) = sin (E + 24%,7'[) = sin—=-.




Exercice

Soit M, le point de (C) associé au réel %. Fais la figure en considérant que le plan est muni

d’un repére orthonormal direct (0, ,)).
a) Place le point M’, image de M par rapport a I'axe des ordonnées .
Détermine :

- l'expression des abscisses curvilignes du point M’,
- le cosinus et le sinus de 'angle orienté(OM, OM’).

SEQUENCE 51

Angles orientés inscrits dans un cercle
Objectif

Etablir et utiliser les relations liant les angles inscrits dans un cercle
Angles au centre et angles inscrits

Théoréme de I'angle au centre

Si M, A et B sont trois points distincts du cercle

trigonométrique (C) de centre O et T un point de la

tangente en A (T# A), alors l'angle au centre (HZ: 55)

est égal au double de l'angle inscrit (M—A: W) et au

double de I'angle de la tangente (TT, Té) :

(04,0B) = 2(MA,MB) = 2(AT, AB) .
Théoréme de I'arc capable

Soient A et B deux points du plan orienté.
L'ensemble des points M du plan tels que (W W) =
a|2m] est le cercle passant par A et B et dont la tangente

(AT) en A vérifie (A—T,) ZE) = T, privé des points A et B.

Ce arc s'appelle arc capable d'angle o du couple (A,B).

Ona:(M;A,M;B)=(M,A,M,B) =
= a|2m].

De méme (A_T,)E) = a|2m].




Exercice
a) Construis un segment [AB]tel que AB = 3cm et soit T le point du plan orienté tel
que (A—)T,A—B)) = g[Zn].
b) Construis le cercle capable d’angle g du couple (A,B

Points cocycliques

Théoréme

Pour que quatre points coplanaires et non alignés A, B, C et D soient cocycliques, il faut
et il suffit que : (A—B,) A—D)) = (§C_': ﬁ)

Lecon : Homothéties

SEQUENCE 52

Définition des homothéties

Objectif

Définir une homothétie

Définition

Soit 0, un point du plan et £ un nombre réel non nul.

L’homothétie de centre O et de rapport# est la transformation qui a tout point M,
associe le point M’ tel que :OM' = £.0M.

L’homothétie de centre O et de rapport £ se note :h(0, ).

Ainsi, on a :M’=h(0,£)(M) & OM' = £.0M.

OM' = £.0M avec OM' = £.0M avec

w >0, £ < 0.
Y OM et OM' sont de OM et OM’ sont de
méme sens. sens contraires.

Remarques

1) Si M’ est 'image de M par I'homothétie de centre O et de support £ € R* alors M,0 et
M’ sont alignés.

2) Si# = 1,T’homothétie est la transformation identité.

3) Si# = —1,’homothétie £(0, —1) est une symétrie centrale de centre O.




Exercices

1) Démontre la propriété suivante: «Si le point M’ est 'image du point M par une
homothétie de centre I alors les points I, M et M’ sont alignés ».

2) On considere la figure suivante :

B

— Construis les points A’, B et M’
! i images respectives des points A, B
et M par ’homothétie de centre I et

de rapport 2/5.

— Construis les points A4, B; et M; images respectives des points A, B et M par
- 3
I’homothétie de centre I et de rapport — e

— Quelle est'homothétie qui transforme le point Aen B ?
— Quelles sont les images respectives des points A, B et M par I'homothétie de

centre I et de rapport1?

SEQUENCE 53
Points invariants par une homothétie et théoreme fondamental
Objectifs

- Déterminer le point invariant par une homothétie ;

- utiliser le théoréme fondamental des homothéties.
Propriété

Une homothétie de rapport différent de 1 admet pour seul point invariant son centre.

Démonstration
Soit h(I, £) est une homothétie de centre I et de rapport £ non nul et différent de 1.

Le point M est invariant par h(I, %) si son images M’ est le point M lui-méme.

—

Onaalors: IM = £IM soit (1 — £)IM = 0.
Puisque £ # 1,(1-#R)IM=0IM=0M=1.

Théoréme fondamental des homothéties

On considére une homothétie de centre O. Soient M et N, deux points d’images

respectives M’ et N’ par cette homothétie.




Alors :M'N" = £MN
Démonstration

Par 'homothétie de centre O et de rapport £ # 0,ona:
M’ = h(0,£)(M) = OM’ = £#0M et N'=h(0,#)(N) < ON' = £ON

OrM'N'=M'0 + ON' = —OM’ + ON’ = — £0M + #0N = #£(0M + ON) =
#(MO + ON) = £MN.

Exercice

Traduis les égalités ci-dessous par une phrase du type: ... est I'image de ..

I’'homothétie de centre ... et de rapport ...
a) AC = —24B.

b) 3BM’ = —2MC.

¢) 348 = 2DA.

SEQUENCE 54

Expression analytique d’'une homothétie

Objectif

Donner I'expression analytique d’'une homothétie

Théoréme

par

Le plan étant muni d’un repére (0,1,]), soith(l,#) une homothétie de centre I(Z) etde

rapport £ non nul etM(; )

Si M’ est un point du plan de coordonnées(x',y') tel que M’ =h(0,#%)(M alors

{x’ =fx+ (1—4#)a
y' =#y+ (1 —#R)b

Cette écriture est l'expression de la relation entre les coordonnées du point M et de son

image M’ par une homothétie de centre ](Z) et de rapport# + 0.

On énonce alors :

Soitp et q deux reels et € R*\{1} ; le plan étant muni d’un repére donné, toute

application du plan dans lui-méme qui a tout point M(x,y) associe le point M'(x',y") tel

que:




{x’zlax+p
y' =4#y+q

(&)
1-£"1-#/)"

Exercice

est une homothétie de rapportt et centre le point de coordonnées

On consideére les expressions analytiques suivantes traduisant la relation existant entre

un point M(x, y) du plan et son image M’(x’, y") par une transformation :

y'=-2y=9’
3x' =2x -1
b) {3y’ =2y+1

Pour chacun de ces cas, détermine la nature de la transformation et ses éléments

caractéristiques.

SEQUENCE 55
Propriétés de base
Objectif
Utiliser les propriétés de base des homothéties
Images de figures
Propriétés
1) Une homothétie de rapport# multiplie toutes les longueurs par|#|. On dit que
les homothéties conservent les rapports de longueurs.
2) Etant donné trois points A, B et C alignés et distincts. Il existe une unique
homothétie h de centre I telle que h(B) = C.
3) L’image d’une droite (d) par une homothétie est une droite (d") paralléle a (d).
4) Les homothéties conservent le parallélisme des droites, les mesures dangles
géométriques et les mesures d'angles orientés.
Effet sur le barycentre
Propriété
Soient (4, a) et (B, b) deux points pondérés tels quea + b # 0.
Si un point G est barycentre des points (A, a) et (B, b) alors I'image G’ de G par une
homothétie est le barycentre des (A, a) et (B, b) ou A’ et B’ sont les images respectives

de A et B. On dit que I'homothétie conserve le barycentre.




Exercice

Soient (C) et (C") deux cercles de rayons différents, de centres respectifs O et 0’

tangents extérieurement en un point A.

Une droite (D1) passant par A recoupe le cercle (C) en N et le cercle (C") en N’.

Soit h 'homothétie de centre A telle que h(0) = 0"
a) Montre que M’ et N’ sont les images de M et N par h.
b) En déduire que les droites (MN) et (M’'N") sont paralléles.

SEQUENCE 56
Réciproque d'une homothétie et configurations clés
Objectifs

- Définir la réciproque d’'une homothétie ;

- utiliser les configurations-clés

Propriété

Une homothétie est une bijection du plan dans lui-méme.

La transformation réciproque d’une homothétie de centre O et de rapport # non nul est

l'homothétie de centre O et de rapport%.
Onadonc: M =h 5 (M) < OM' = £0M < OM = %.OM’
=M= h(o )(M’) .

1
R

Homothétie et configuration-clés

?Mwm“mwvﬂ/ A\‘x A {«f A\
S B ﬂﬂf"'
\ T _~

3
v . 3 \
& o ! Y

Sur les deux figures, on a :
e 0,A A’ des points alignés

e 0,BetB’ des points alignés

B



e (AB) II(A’'B).
Ces deux types de figures (appelées aussi configurations de Thales) déterminent une
homothétie de centre O qui transforme Aen A’ et Ben B’.

Les triangles OAB et OA’B’ sont appelés des triangles homothétiques.

SEQUENCE 57

Composée de deux homothéties de méme centre

Objectifs

Composer deux homothéties

Théoréme

Sih, est une homothétie de centre O, de rapport+#., eth, une homothétie de méme
centre O de rapport #, alors hio h, est 'homothétie de centre O et de rapport fo, x fo,.

Enoutre, ona:h,oh, = h,oh,.

Exercice
D
A ABCD est un quadrilatere, O est
'intersection des diagonales.
o La parallele a (BC) menée par A coupe
» (BD) en ], la paralléle a (AD) passant par B
coupe (AC) en].
B c

a) h, est 'homothétie de centre O qui transforme A en C et h, est 'homothétie de
centre O qui transforme B en D. Quelle estl'image de I par h, ? Par hyoh, ?

b) Quelle est'image de | par h, ? Par h;0h, ?

¢) Onsait que hyoh, = h,0h,. Notons h = h,0h,.
Quelle est I'image de (I]) par h?

Qu’en conclus-tu ?

Lecon : Isométries
SEQUENCE 58




Définition des isométries
Objectifs
Définir une isométrie
Définition
On appelle isométrie plane, toute application du plan dans lui-méme qui conserve la
distance.
Pour tous points M et N d’images respectives M’ et N, ona : MN = M'N".
Exercices
1) A, B et O sont trois points non alignés du plan, on désigne par +- la rotation de centre
Oetd’angle a (]—m, m[).
Construis les points A’ et B’, images respectives de A et B par 7~ et vérifie graphiquement
que 7 est une isométrie.
2) Construis un triangle ABC, puis le point D, symétrique de A par rapport a B, et le
transformé E de B par la translation du vecteur AC.
Montre que le triangle ABC est le transformé du triangle BCD par une translation dont
on précisera le vecteur.
3) ABCD est un trapeze inscrit dans un cercle, avec (AB)II(CD).
a) pourquoi les segments [AB] et [CD] ont-ils méme médiatrice ?
b) pourquoi le trapeze ABCD est-il isocele ?
¢) (AD) et (BC) se coupent en I, les diagonales (AC) et (BD) en J. Pourquoi O, I et ]

sont-ils alignés ?

SEQUENCE 59
Propriétés des isométries
Objectifs
Utiliser les propriétés des isométries
Propriétés
Dans les propriétés ci-dessous, les points A, B et C ont pour images respectives A’, B’ et C’
par une isométrie f.
o Si A, BetCsont alignés alors A’, B’ et C’ sont aussi alignés. On dit que f conserve
I'alignement.
e Si (AB)L(BC) (respectivement (AB)I|[(BC) ) alors (A’'B")L(B’C’) (respectivement
(A'BHII(B'CY)).




On dit que f conserve I'orthogonalité (respectivement le parallelisme).

e Si MesABC = a alors Mes A'B'C' = a. On dit que f conserve les angles non
orientés.

e Deux cercles tangents ont pour images deux cercles tangents;
Un cercle et une droite tangents ont pour image un cercle et une droite tangents.
On dit que f conserve le contact.

e Un domaine et son image ont meme aire. On dit que f conserve l'aire.
e AB .AC = A'B' .A'C’.On dit que f conserve le produit scalaire.

e G =bar{(4,a),(B,B),(C,V)} < f(G) = bar{(4',a"),(B", "), (C",¥)}.

On dit f conserve le barycentre.

SEQUENCE 60

Composition des isométries
Objectifs

Composer des isométries
Composée de deux isométries

Soit Sp, et S5, sont deux réflexions d’axes respectives A, et A,.

a) SiA, etA, sont paralleles, Sy,05,, est une translation de vecteur 24,4, ou A et A,

sont respectivement des points de A; et A, avec (A;4,) perpendiculaire a (A;) ou a (

A,).

(4,) (42)

1 A?

b) Si (A) et (A") sont sécantes en O par exemple,

SA05, est la rotation de centre O et d’angle 2(0A1, OAZ) ou A; est un point quelconque

de (A) et A, un point quelconque de (A") distincts de 0.




Remarques

— Onnote que S, 0 S,, est aussi une rotation d’angle Z(WT@)
et Sp,0S5a, # 5,0 8,,-
- Si(Aq) L(Ay)alors S3,0 54, est la rotation de centre O et d’angle 2 X g =1 ; C'est-
a-dire symétrique de centre O.
Réflexion réciproque
Si M’ est I'image de M par S, alors M est I'image de M’ par S,,.0On dit que la réflexion
réciproque de S, est S, elle-méme.
Donc (SAl)_l = Sp, et Sp,05,, = Idp (application identique du plan).
Exercices
1) Soit ABC un triangle et G son centre de gravité. Démontre que :
tegotse(A) = tzpotzz(B) = tgzotz5(C) = G.
2) Soit ABC un triangle équilatéral et A’,B’,C’ les milieux respectifs de [BC], [CA], [AB].
a) Quelle est la nature de la translation Sgc 0 Sg,cr ?

b) Détermine la droite (A)telle que S(pa)0 Sp = tgg;-

SEQUENCE 61

Composition de deux rotations et décomposition d’une rotation




Objectifs
- Composer deux rotations ;
- décomposer une rotation.
Composée de deux rotations
On rappelle que la rotation d’angle nulle est appelée application identique du plan, et
que la réciproque d’une rotation d’angle @ estla rotation d’angle —a.
Cas ol les rotations sont de méme centre
Propriété
Soit r etr' deux rotations de méme centre O et d'angles respectifsa eta'. ro r est la

rotation de centre O et d'anglea + a'.

Remarque

Onsaitque @ + @' = @' + @ donc d’apres ce qui précede, on peut écrire :
OM' = OM

{Mes (W’,\W) =a' +adonc ror'=ror.

Ainsi la composition de deux rotations de méme centre est commutative.

Cas ou les rotations sont de centres distincts

Propriété

Sir et r' sont deux rotations de centres distincts et dangles respectifsa et a', alors

r'or est une rotation d'anglea + a'.

Pour déterminer le centre der'o r, on décompose chaque rotation en composée de deux

symeétries.

Exemple

ABC est un triangle équilatéral de centre O et de sens direct.

Soit r et 7' les rotations de centres respectifs A et C, d’angle En

Déterminons la nature et les éléments caractéristiques de v’ o .




Désignons par A’, B’ et C’ les milieux respectifs de [BC], [CA] et [AB].
On sait que 7' o r est une rotation d’angle %

Cherchons son centre.

T = S4c)0 S(AAr)r’ = ScccnO Scac)

T'07T = S(ccr)0 Stac)0S(ac)© Scaa’y OF Sacy0 Scacy = 1d. Le centre cherché estle point 0.

Exercices
1) ABCD est un carré de centre O et de sens direct. On considére les rotations r; =
r(B,g) T, = r(A,g) etr; = r(O,g) .
a) Détermine l'image de C parryor;; en déduire la nature et les éléments
caractéristiques de r,or;.
b) Détermine l'image de C parr;ory; en déduire la nature et les éléments
caractéristiques r;ory.
¢) Détermine la nature et les éléments caractéristiques de r;07;.

2) ABC est un triangle équilatéral de sens direct.
s s s
Onpose f =71 (A;;)o r (B;;) or (C;;).
Détermine la nature et les éléments caractéristiques de f.
3) ABCD est un carré de sens direct.

Démontre que r (A; g)o T (B; g) or (C; g) or (D; g) =Id.

Décomposition d’une rotation
On sait que toute rotation peut s’écrire de plusieurs facons comme composée de

réflexions d’axes sécants.

Exemple




SEQUENCE 62
Classification des isométries
Objectif
Définir les déplacements et les antidéplacements
Définition
— On appelle déplacement toute isométrie qui conserve les angles orientés.
— On appelle antidéplacement, toute isométrie qui transforme l'angle orienté en
son opposé.

Exemple
Les translations, les rotations sont des exemples de déplacement.
Les réflexions sont des exemples d’antidéplacements.
Propriété
Soitfetg deux isométries planes.

— Sifetg sont des déplacements, alors gof est un déplacement.

— Sifetg sont des antidéplacements, alors gof est un antidéplacement.

— Sif est un déplacement et g un antidéplacement donc fogetgof sont des

antidéplacement.

—  Sif est un déplacement, alors f ~ est un déplacement.

—  Sifestun antidéplacement, alors f ~1 est un antidéplacement.
Remarque
L’ensemble des déplacements muni de la loi o est un groupe appelé groupe de
déplacements.
L’ensemble des antidéplacements muni de la loi o n’est pas un groupe car la loi o n’est

pas interne dans I’ensemble des antidéplacements.

SEQUENCE 63

Triangles isométriques

Objectif

Définir et utiliser les triangles isométriques

Définition




— On dit que les triangles ABC et A’B’C’ sont isométriques ou superposables s’il existe
une homothétie f qui transforme A, B, C respectivementenA, B, C".

— Sif est un déplacement, on dit que les triangles ABC et A’'B'C’ sont directement
superposables.

— Sif est un antidéplacement, on dit que les triangles ABC et A’'B’C’ sont directement
superposables aprés retournement,

Théoréme

Soit ABC et A’B’C’ deux triangles.

SiAB=A'B’, AC=A'C, BC = B’C’ alors les triangles ABC et A’'B’C’ sont isométriques.

Exercice
ABCD est un rectangle non carré de centre O.
Soit (A) et (A") les médiatrices respectives des segments [AB] et [BC].
a) Montre que le rectangle ABCD est globalement invariant par les applications
suivantes: Id; Sy; Sp et Sa,.
b) Notons (E) I'ensemble des isométries laissant globalement invariant le rectangle
ABCD; c’est-a-dire (E) ={Id; Sy; Sa; Sa/}-
Dresse le tableau de composition des éléments de (E).

¢) Déduis de ce tableau que ((E), 0 ) est un groupe de transformations.

[0} Id SO SA SAI
Id

SEQUENCE 64

Utilisation des isométries pour construire

Objectif

Utiliser les isométries pour résoudre des problémes de construction

Probléme de construction




Exemple

Soient deux droites paralléles (D) et (D).

Construisons M sur (D) et M’ sur (D') de @

fagcon que le triangle AMM’ soit rectangle m H )
isocele en A et de sens direct.

Il s’agit de trouver une isométrie f telle que ; K\g

f(M) =M, M € (D) et M € (D). SN A L—
Etape 1 W =
On réalise la figure.

Etape 2

On analyse la figure.

Il suffit de trouver I'un des deux points M ou M’ tel que le triangle AMM’ soit rectangle en
A al’aide d’une isométrie f.

Ici, 'isométrie qui convient est la rotation de centre A et d’angle g

En effet, elle transforme M en M. M’ = f(M) avec M € (D).

Etape 3

Examen de la condition obtenue.

Il s’agit de vérifier si la condition qu’on vient d’obtenir est suffisante. Ici, oui.

Etape 4

Construction et rédaction.

Construisons I'image (A) de (D) par f.

Comme (A) est orthogonale a (D), elle est sécante a (D). Le point d’'intersection M’ de
(A) avec (D) estle point cherché.

D’ou 'on déduit la construction de M.

SEQUENCE 65

Utilisation des isométries pour rechercher des lieux géométriques
Objectif

Utiliser les isométries pour rechercher des lieux géométriques

Recherche de lieu géométrique




On donne une figure géométrique ainsi qu'un point M par exemple qui peut « bouger »
sur une ligne.

Un autre point associé a M (N par exemple « bouge »).

A chaque fois qu’on change la position de M, celle de N change aussi mais suivant quelle
ligne ? C’est cette ligne qu’on appelle lieu géométrique du point N.

Exemple

Soit (D) une droite et deux points A et B

n’appartenant pas a (D).
Pour tout point M de (D), en considérant les cercles i
de centre A et B passant par VM, ils se coupent en un

autre point désigné M’. \
Quel est le lieu géométrique des points M’ lorsque M »\\,&

décrit (D) ?

Il semble qu'il existe une isométrie qui transforme M en M’

M

(D)

Cette isométrie semble étre une réflexion d’axe (AB).
Les égalités AM =AM’ et BM = BM’ montrent (AB) est la médiatrice de [MM’] et donc
que la réflexion d’axe (AB) transforme M en M'.

Le lieu géométrique de M’est donc la droite (D"), image de (D)par S(4p).




Exercices d’entrainement de la compétence de base 1 du deuxiéme trimestre
Exercice 1

©)
—

B Détermine les coordonnées des points A, B et C du cercle

] (C) ou K est le point de coordonnées G, %)

Exercice 2

Quels sont les cosinus et le sinus des angles (7,%) et (i,)) ot i =7+ V3] ?

Exercice 3

Montre que pour tout réel x :
a. (cosx + sinx)? + (cosx — sinx)? = 2.

b. (1 + cosx + sinx)? = 2(1 + cosx)(1 + sinx) .

Exercice 4

Détermine les coordonnées des points A(a) et B(8) de (C) sachant que :
a) ~Z<a<0etcosa =
2 13
T . _ 1z
b) ;< k <metsinf = o

Que peux-tu dire des points A et B?

Exercice 5

a) Quelles sont les coordonnées cartésiennes des points de coordonnées polaires :(0,0) ;
b b T b 21 3 51

(25)(2v2.3) 1 (2v3.3) 1 (43) 5 (23.5)  (2v2.7) 1 (2.7) 2

b) Place ces points dan le plan muni d’'un repére (0,7, )).

c) Calcule leurs distances au point (0,1).

d) Déduis-en que tous les points sont sur le cercle de centre ] et de rayon 1.




Exercice 6
T . T
On pose C = cos etS = sin .

Exprime en fonction de C ou de S les cosinus et sinus de :

877:_ 101 . _1177: J11m
9’ 9 18’ 9 ’ 18"

)
Exercice 9

Trouve la mesure principale associée a chaque mesure (exprimée rd) :

212 -55 -551 4 1, 4 202
A =—T;0y =—TM; 03 =——T ;0 =—6T+-T;Q =(1 - —)n'a =—T.
1 5 y U2 7 » U3 7 » L4 + 30 5 + 2 + 3 » Ue 3
Exercice 10

Place sur le cercle trigonométrique les points d’abscisse curvuligne x tel que :

a. 2x = %[271] ou 2x = —%[27‘[].

b. 2x = g[Zn] ou2x = —%[ZH].

Exercice 11

Résous chacune des équations trigonométriques suivantes :

. T _l
a. \/§+2605x—0, b.sm(x+§)—2
c. 4sin’x—-3=0; d.cosx=sin§.
x_ _V2, AN
e) cos-=——; f.cos(x 3)— 1.

Exercice 12

a. Calcule les coordonnées polaires de sina(6) points suivants :

A(12):5(0) r¢(-19) (1.~ (0 2) err(1,-2)

b. Montre que ABCDEF est un hexagone régulier inscrit dans un cercle de centre O

dont on précisera le rayon.

Exercice 13

Construis les points de coordonnées polaires :

A(253):8(25) 102 - ) een(2-5)

Montre que ABCD est un rectangle.

188




Exercice 14
ACDE est un carré de c6té 1 et ACB est un triangle équilatéral intérieur au carré ACDE.

(On considére que le plan est orienté dans le sens direct).
s

a. Montre que BED = o

b. Calcule BH et en déduire que tan% =2—+/3.

(H est le projeté orthogonal de B sur le segment [ED]).

c. En déduire que: COS% = %VZ + \/§etsin1n—2 = % 2 —+/3.

Exercice 15

Résous les équations et représente les solutions sur le cercle trigonométrique.
a) cos2x > 0; b) sinx < 0;c) cosx < 0; d) sin2x < %; e) 2cos2x = 0.
Exercice 16
En utilisant les formules d’addition, donne les valeurs exactes de:

a) cos 1—72 et sin 1—72

51

51 ,
b) cos—etsin—.
12 12

Exercice 17

Montre que, pour toutréel o, on a:
a) sin (3?” + x) + cos (2;—” — x) + sin(3m + x) — cos(7m + x) = —2sinx.
T . T
b) cos (708 5) + sin (561 5) = +2.
. T . 3 . .
c) cos(x +m) + sin (x + 5) + sin (x + 3?) + sin(x + ) = —sinx.

d) sinx + sin (x +2?7T) + sin (x +4?n) = 0.

Exercice 18
On désigne par E I'ensemble des réels privés des points % + 24 (R € 7).
1. Montre que, pour chaque x,y € E, tanx = tany équivauta:
«il existe £ € Ztel que x = y + £m ».
2. Résous chacune des équations suivantes :

a) tanx =3




-1

b) tanx
¢) tanx = —/3
3. Représente sur le cercle trigonométrique les points associés aux solutions de
I'équation: tan4x = tanx.
Ces points sont les sommets d’un polygone particulier. Lequel ?
Exercice 1
7 10

. . . . - r 1 4
Voici les 4 premiers termes d'une suite numérique S50 a

a) Conjecture les deux termes suivants de cette suite.

b) Conjecture une formule explicite donnant le terme de rang n de cette suite.

Exercice 2

Soit (u,) ey la suite définie par :

u =1
vneNu,, =n+u,
a) Calcule uq,u,, us, uy et us.

b) Conjecture une formule explicite donnant le terme général de cette suite.

Exercice 3

Détermine, s’il existe un minorant et un majorant des suites définies par:
a)u, =-n*+1,neN;

b) v, = 2—%,716 N*;

Ow, =—-1+ 2+/n,n € N.

Exercice 4

Dire si la suite (u,,),cy €st une suite arithmétique, dans les cas suivants :

a) un=—§n+2;
b) u, =3;
Q) u, =Vn;

d u,=m+3)2-(n+1)>2
Si (Uy)neny €St une suite arithmétique, détermine sa raison.
Exercice 5
Parmi les suites (u,)définies ci-dessous, préciser lesquelles sont géométriques.

Détermine dans ce cas le terme u, et la raison q.




a) u, =-5x3";

5n+2
b) Un = n+1 ’
) u, =2n-25;
(_2)3n

d) un = 3n+1

Exercice 6

1

Soit (u,,)nen+ 1a suite définie par: u,, = e

a) Détermine deux nombres réels a et b tels que :

. b
vneN,u, =242
n n+1

b) Calcule, en fonction de n, la somme S,, des n premiers termes de cette suite.

c) Calcule la limite de la suite (S,,).

Exercice 7

Etudie le sens de variation de chacune des suites géométriques (u,) :
a) U, =3 x(=2)";
b) u, = —4 x 2*";

V3
0) Uy =on

Exercice 8

Soit (u,,) la suite définie sur N par :

n?

u, = —.
n n+1
, . 1
Démontre que, pour tout entiern = 1,u, = oM

Déduis-en la limite de la suite (u,,).

Exercices d’entrainement de la compétence de base 2 du deuxiéme trimestre
Exercices 1

Soit E un ensemble muni d'une loi de composition associative, avec élément neutre et
telle que tout élément de E possede un inverse a gauche.
Montre que tout élément de E possede un inverse a droite qui coincide avec son inverse

a gauche.




En déduire que E est un groupe.

Exercices 2
On définit I'ensemble Z[ﬂ = {m + n\/f/m, ne Z}.
a) Montre que (Z[\/f], +) constitue un groupe.

b) La multiplication usuelle X ou . des reels est-elle une loi de composition interne

sur Z[\/E] ?

c) Est-elle commutative ? Associative ?

Admet-elle un élément neutre ? Si oui, lequel ?

Exercices 3

On définit sur un ensemble G =]—1,1[ une loi par *:

Vx,yEG,x*y=:r—xJ;.

Montre que (G,*) est un groupe abélien.

Exercices 4
Soit * la loi définie sur R par:
x*xy=xy+ x*—-1(*-1.
a) Vérifie que * est commutative , non associative et admet un élément neutre.
b) Résous les équations suivantes, d’'inconnue x € R:
(D2xx=5;(2) x*xx=1.
Exercices 5
SoitE ={1,2,3,4}.
On munit E de la loi de composition définie par :
V(x,v) € E? x * y estle reste de la division euclidienne de x” par 5.
a) Vérifie que * est une loi de composition interne dans E. (E,*) est-il un groupe?
b) Résous dans E les trios équations d’inconnue x:

B*xx)*x2=1;4*2*x) =1;(3*x) *3 =5.

Exercices 6
Sur R, on définit la loi de composition interne *:

V(x,y) ER®,xxy=x+y — xy.




Etudie les propriétés de laloi *.

Exercices 7

Sur R, on définitlaloi T par:

V(x,y) € R?,xTy = £xy + £'(x + y) avec £ et £’ deux réels donnés.
a) T est-elle une loi de composition interne ?
b) Est-elle commutative ?

c) Détermine (#£,#£") pour que T soit associative.

Exercices 8

On considére les quatre applications de R* dans R* :
1 1
filx) =x; fo(x) = ;:f3(x) =—x; fulx) = -

Montre que G = {f1 o ,f3,f4} est un groupe pour la loi o.

Exercices 10

Soit G ={e, a,B,v, 5, €} muni de la loi * un groupe.
Complete sa table.

(On ne demande pas de justification).

e est un élément neutre de G.

* e a | B y 6 | €
e

a 1) y
B € S |y

y o)

é a € e
€ B a

Exercices 11
Soit E I'ensemble des parties d’'un ensemble a deux éléments, par exemple
E =P({0,1}) donc E =P{®, {0}, {1}, {0,1}}.
On considere les lois de composition suivantes sur E :
a) Différence symétrique: A*B = (A\B)U(B\A).

b) Réunion des complémentaires: A*B=A U B




c) Intersection des complémentaires: A*B=A N B.
Pour chacune d’entre elles:

a) Ecris la table de la composition de la loi*.

b) Laloi est-elle associative?

¢) Laloi est-elle commutative?

d) L’ensemble E muni de la loi * est-il un groupe?

Exercices 12

On consideére les applications suivantes, de R\{0, } dans lui-méme.

1 x
fre—ox s foxo1-x 5 faoeo P f4:x,_>% fs:x— —1 et fézx._)xT_l'

On connaitE = {fl; o5 f35 far fs f6} de la composition des applications.
1) Ecris la table de composition de (E,0).
2) Montre que G = (E,0) est un groupe.

Est-ce un groupe abélien?

Exercices d’entrainement de la compétence de base 3 du deuxieme trimestre

Exercice 1
A et B sont deux oints du plan, A’ et B’ sont leurs images respectives par une homothétie
de rapport £.
Alors:
a) AB = #.A'B
b) AA’ = £.BB’
) A'B = £.AB
Laquelle des trois réponses est-elle vraie ?
Exercices 2
ABC est un triangle isocele tel AB = AC.
Alors le segment [AB] peut étre transformé en segment [AC] :
a) Une homothétie
b) Une rotation
¢) Une translation.

Laquelle des trois réponses est-elle vraie ?




Exercices 3

a) ABCD est un parallélogramme, I est le point tel que Cl = %W, h est 'homothétie de

centre [ et de rapport i.

Quel est le point A(D)? Comment construire simplement le point E tel que h(E) = B?
b) F estle milieu de [BC], G le milieu de [DE].
Montre que les points |, F et G sont alignés.

Exercices 4

x'=-2x+3
y'==2x+1

f estla transformation définie analytiquement par : {
a) Détermine les points A’, B’, C’, images respective par f des points A(1;4),
B(2; —1) et C(—4; 0). Faire une figure.
b) Compare AB et A'B’, puis BC et B'C’.
c) Constate sur la figure que les droites (AA”), (BB") et (CC’) semble concourantes.

d) Montre qu'il existe un unique point I confondu avec son image. (On dit que I est

invariant par f)

e) M estun point quelconque. Compare les vecteurs IM et IM',
Conclut alors sur la nature de f.

Exercice 5
h est 'homothétie de centre I(2; —1), de rapport — %

a) Définis h analytiquement.
b) (d) estla droite d’équation x — 3y + 5 = 0.
Donne une equation (d") = h(d).
¢) (A) estune droite d’équation x + 3y + £ = 0.
Pour quelle valeur de #, (A)passe-t-elle par [ ?
Quelle estI'image de (A) par h ?
d) (C) estle cercle d’équation x> — 8x + y2 — 2y + 8 = 0.
Trouve une équation de (€) = h((C)).

Exercice 6
ABC est un triangle non équilatéral, A’, B’ et C’ sont les milieux respectifs des c6tés [BC],
[CA] et [AB]. H est 'orthocentre du triangle ABC, G son centre de gravité et O le centre

du cercle circonscrit.




D

a) Par quelle homothétie h, le triangle ABC est-il transformé en le triangle A'B’C’?
b) Quelle est'orthocentre du triangle A’B'C’?

c) Déduis des questions précédents que GO = %ﬁ

d) Qestle centre du cercle (C") circonscrit au triangle A’'B’C’.

Montre que Q est le milieu de [OH].
La droite qui passe par les trois points 0,G,H, (1 est la droite d’Euler du triangle ABC.

2)
a) quelles sont les deux homothéties transformant (C) en (C") ?
b) déduis de ce qui précede que les milieux respectifs 4, By, C; des segments [HA],
[HB] et [HC] sont diamétralement opposés a A’, B’,C’ respectivement sur le cercle (C).
c) Montre que les pieds A”, B”, C” des hauteurs du triangle ABC sont sur le cercle
@n.
Le cercle (C") contient les points contient les points A’, B, C’, 4,, B;, C;,A”, B”, C".
On I'appelle « cercle de neuf points » du triangle ABC.

Exercice 7

ABC est un triangle équilatéral. Par A, on méne la
perpendiculaire a (AC), par B, la perpendiculaire a
(AB) et par C, la perpendiculaire a (BC). Ces droites
se coupent

enP,QetR.

a) Montre, par des calculs d’angles, que le

triangle PQR est équilatéral.
b) A’B’C’ est le triangle dont les cotés sont paralleles aux c6tés du triangle ABC et
contiennent les sommets du triangle PQR comme sur la figure.
1) Les droites (A’A) et (B’B) se coupent en I.

On note h 'homothétie de centre I qui transforme A’ en A.

Quelle est I'image de B’ par h ? Celle de C’




2) La droite parallele a (QR) menée par A’, la parallele a (PR) menée par B’ la
paralléle a (PQ) menée par C’ déterminent un triangle P’Q'R’ dont PQR est I'image
par 'homothétie considérée. Justifie.

Donne alors une construction de I qui n’utilise pas les points A, B et C.
Exercice 8

(D) et (D’) sont deux droites paralleles.

Place le centre d’'une homothétie de rapport % qui transforme (D) en (D’).

Quel est I'ensemble des centres des homothéties de rapport% qui transforme (D) en
(D) ?
Exercice 9
[AB] est un segment de milieu O, M est un point n’appartenant pas a la droite (AB). C’est
le symétrique de A par rapport a M. Les droites (BM) et (OC) se coupent en H. P est le
milieu de [BC].

a) Précise I'homothétie de centre A qui transforme M en C.

b) Précise 'homothétie de centre B qui transforme M en H.

¢) On suppose que M se déplace sur une droite fixe (A).
Sur quelle ligne se déplace le point C ? Le point H ? Le point P milieu de [BC].
Exercice 10

x'=2x+1

f estla transformation définie analytique par :{ y = -2y

a) Démontre qu'il existe un seul point, noté I confondu avec son image.

b) Compare alors les vecteurs M et IM.

¢) Quelle estla transformation?

Exercice 11
A et B sont deux points donnés fixes. A chaque point M, on associe le point I, milieu de
[AM], le point ] milieu de [BM], le point E milieu de [A]], le point F milieu de [BI].
On note f est la transformation qui, a M associe E et g la transformation qui a M associe
F.
a) Montre que f et g sont des homothéties. Précise le centre et le rapport de
chacune d’elles.

b) C estun point fixé.




On pose F, = C et pout tout natureln, F,.; = g(F,), puis on pose F, = C et pout
tout natureln, Fy, 1 = g(F)n, Fry1 = g(F).
Enfin on pose: x,, = E, F,,.

Etudie la limite de la suite (x,,).

Exercicel2
ABCD est un trapeze. Les cotés non paralleles (AD) et (BC) se coupent I, les diagonales
en J. E est le milieu de [AB] et F celui de [DC].
h est 'homothétie de centre I qui transforme A en D, h, est 'homothétie de centre | qui
transforme A en C.

a) Quelle est'image de B par h; ? Cellede E ?

b) Quelle est'image de B par h, ? Celle de E ?

c) Déduis de a) et b) que LJ,E,F sont aligné.
Exercice 13
On se place dans un repére orthonormé du plan. Soient deux cercles (C) et (C') de
centres respectifs 0(0,0) et 0’(4,0) et de rayons 2 et 1. Fais la figure.
1) SoitI’homothétie de rapport —2 transformant O en O’.

a) Montre que I'écriture analytique de h est:

—2x+4
= —Zy '
b) Vérifie alors que I'image de (C) est bien (C").

M(x,y) — M’(x’,y’):{x -

¢) Quelles sont les coordonnées du centre () de h?
2) 1l existe une deuxiéme homothétie transformant (€)en (C") mais de rapport 2.
Trouve son écriture analytique puis les coordonnées de son centre.
3) Construis les cercles (C) et (C") de diamétres respectifs QO et Q0. Ces cercles
coupent (C) et (C)enP,P’,QetQ’?
Que peut-on dire des droites (PQ), (P’'Q), (PQ") et (P’Q") ?
Calcule la distance PQ.
Exercice 14
Dans le plan, on considere un triangle équilatéral ABC tel que (ﬁ,ﬁ) = g
On appelle T le cercle circonscrit a ABC, I le milieu de [AB] et ] celui de [OI].

Les droites (0A) et (OC) recoupent I' respectivement en D et E.
a) Fais la figure (unité :0A=4 cm).




b) On note G l'isobarycentre de A, B, C, D et E.
Exprime 0G en fonction de OB puis en fonction de 0_]) et OD.
En déduire une construction géométrique simple de G.
A tout point M du plan, on fait correspondre le point M'=f (M)
défini parW = i(m + MB + MC+MD + MO.

Montre que f est une homothétie dont on donnera le centre et le rapport.

EVALUATION
Exercice 1

Soit (Up)nen €t (Vn)nen les suites définies par :

Uy =26
{Vn EN,u,q = %un +§
vneNv, =u, — 1.
a) Démontre que(vy,) ey st une suite géométrique.
b) Exprime u, et v, en fonction de n.
c) Déduis-en les limites des suites (u,) et (v,).
Exercices 2
On munit R** de la loi de composition interne * définie par :
Vx,y € R, xxy =/x% + y2.
Montre que * est commutative, associative et que 0 est élément neutre.

Montre que aucun élément de R** n’a de symétrique pour *.

Exercice 3

1) A estle point de coordonnées (—1,2). M est un point de coordonnées (x,y), M’ est
I'image de M par 'homothétie h de centre A et de rapport g

a) Exprime les coordonnées (x’,y') de M’ en fonction de celles de M.
b) Donne une équation de la droite image par h de la droite d’équation: 2x + 3y —
1=0parh
2) hestI’homothétie de centre O et de rapport 2.

(C) est la courbe d’équation : y = /x.

Démontre qu'une équation de (C"),image de (C) par hesty = Z\E.




Difficultés rencontrées liées a la résolution de I’exercice :

Evaluation de la compétence :

# |\
YY)
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CB 1: Analyse CB 2 : Algebre - Statistique - Probabilité CB3: Géométrie
ler Avril | — Etude de fonctions — Statistiques — Similitude
au
10 Mai
— Similitude (Suite et fin)
3 11 Mai — Espace vectoriel
au

10 Juin




Troisiéme trimestre

Compétence de Base 1

Terminale D-CB1 : L’éleve doit pouvoir résoudre des situations-problémes significatives qui mettent en ceuvre I’étude de fonctions.

Objectifs d’apprentissage (Ressources)

Savoirs

Savoir-faire

Activités suggérées

Etude de fonctions

- Etudier et représenter les fonctions polynomes de degré
inférieur ou égal a 3.
- Etudier et représenter les fonctions rationnelles.

- Etudier et représenter les fonctions circulaires.

- Etude et représentation des fonctions polynémes de degré
inférieur ou égal a 3.
- Etude et représentation des fonctions rationnelles.

- Etude et représentation des fonctions circulaires.




Compétence de Base 2

Terminale D-CB2 : L’éleve doit pouvoir résoudre des situations-problémes significatives qui mettent en ceuvre les statistiques.

Objectifs d’apprentissage (Ressources)

Savoirs

Savoir-faire

Activités suggérées

- Statistiques

- Définir une série statistique a deux caracteres.

- Représenter un nuage de points d'une série statistique a
deux caracteres (cas de points pondérés, point moyen).

- Déterminer un ajustement linéaire d'une série
statistique a deux caractéres par la méthode de
moindres carrés.

- Déterminer la corrélation linéaire d'une série statistique

a deux caracteres.

- Définition d'une série statistique a deux caracteres.

- Représentation d’'un nuage de points d’'une série statistique
a deux caracteres (cas de points pondérés, point moyen).

- Détermination d'un ajustement linéaire d'une série
statistique a deux caractéres par la méthode de moindres
carrés.

- Détermination de la corrélation linéaire d'une série

statistique a deux caracteres.




Compétence de base 3

Premiére S/E-CB3: L’éleve doit pouvoir résoudre des situations-problémes significatives qui mettent en ceuvre l'espace vectorielle les similitudes et

I’espace vectoriel.

Objectifs d’apprentissage (Ressources)

Savoirs

Savoir-faire

Activités suggérées

- Similitude

- Espace vectoriel

- Définir une similitude.

- Classifier les similitudes selon leurs effets sur les angles
orientés.

- Reconnaitre et démontrer que deux triangles sont
semblables.

- Ecrire une similitude directe comme composée d’'une
homothétie et d’'une rotation.

- Définir un espace vectoriel.

- Donner quelques exemples simples d’espaces vectoriels.

- Enumérer quelques regles de calcul.

- Définir une famille de vecteurs : vecteurs libres, vecteurs
liés.

- Définir une application linéaire et donner quelques

exemples simples d’application linéaire.

Définition d’une similitude.
Classification des similitudes selon leurs effets sur les angles
orientés.

Reconnaissance et démonstration des triangles semblables.

Ecriture d'une similitude directe en la composée dune
homothétie et d’'une rotation.

Définition d'un espace vectoriel.

Quelques exemples simples d’espaces vectoriels.
Enumération de quelques régles de calcul.

Définition d’'une famille de vecteurs: famille libre, famille
liées.

Définition d’'une application linéaire et quelques exemples

simples d’application linéaire.




PARTIE DESTINEE A L’ELEVE

FICHES DE DEVELOPPEMENT DES COMPETENCES

Orientations :

7. Suivre minutieusement les horaires des séances de développement des compétences
prévues dans 'emploi du temps ;

8. Exploiter par ordre les fiches de développement des compétences ;

9. Traiter dans l'ordre les exercices en lien avec chaque compétence ;

10. Relever toutes les difficultés rencontrées lors du traitement des exercices ;

11. Participer aux séances de développement de compétences (Call Center) ;

12. Noter tous les conseils et orientations des enseignants.




Lecons de la compétence de base du troisieme trimestre

Lecon : Etude de quelques fonctions
SEQUENCE 1

Propriétés géométriques des courbes : asymptotes

Objectif

Définir une asymptote et donner son équation

Asymptote horizontale

Définition

Soit f une fonction. Lorsquelim,_ . f(x) =1 (oulim,_,_,, f(x) = 1), on dit la droite
d’équation

y =1 estasymptote horizontale a la courbe de f en +o (ou en—).

Exemple

_x%-1
2x2+45

Soit f(x)

On a:limy, e f(x) =lim,,_o, f(x) = %donc la droite d’équation y = % est asymptote a
la courbe de fen +oo et en —oo.

Asymptote verticale

Soit fune fonction définie sur son domaine de définition Dr contenant l'intervalle

]xo ; Xo +a [

On dit que la droite d’équation x= a est asymptote verticale a la courbe de f lorsque la
limite de fen a est infinie (éventuellement limite a gauche et limite a droite en a).
Exemple

Soitf(x)z%

Df:]—OO; Z[U ]2; oo [

On a:lim,_,+ f(x) = — oo etlim,_,- f(x) =+ oo donc la droite d’équation x =2 est
asymptote a la courbe de £

Asymptote oblique

Soit f une fonction. Lorsquelim,_ ,.[f(x) — (ax + b)] = 0 (oulim,_,_,[f(x) — (ax +
b)]) = 0, on dit la droite d’équation y = ax+b est asymptote a la courbe de f en+ (ou
en—om).

Exemple

x%42x+1

Soit f(X):T




On a:limy,o[f(x) —(x+2)] = xl—lj-;-nooi =0 etlimy,_o[f(x) — (x +2)] = xl_L;r_nooi =0

donc la droite d’équation y = x+2 est asymptote oblique a la courbe de fen +oo et en

—00,

SEQUENCE 2
Propriétés géométriques des courbes : éléments de symétrie
Objectif
Déterminer le centre ou I'axe de symétrie d’'une courbe représentative d’'une fonction
Centre de symétrie
Méthode
Soit fune fonction et (Cr) sa courbe représentative dans un repére (0, 7, ).
Pour démontrer que le point (a,b) est un centre de symétrie de (Cr),on peut:
> ou bien montrer que dans le repére (Q,7,)), (Cr) est la représentation graphique
d’une fonction impaire ;
» ou bien montrer que pour tout 4 et a tels que a + h appartient au domaine de

définition de £ a— A appartient au domaine de définition de £ et on

. :f(a—h);rf(a+h) _p

Axe de symétrie
Méthode
Soit fune fonction et (Cr) sa courbe représentative dans un repére (0, 7, ).
Pour démontrer que la droite d’équation x=a est axe de symétrie a (Cy), on peut :
> ou bien montrer que dans le repere (Q,7,7) avec Q(a;0), (Cf) est la
représentation graphique d’une fonction paire ;
» ou bien montrer que pour tout het a tels que a+ A appartient au domaine de
définition de £ a— Aappartient au domaine de définition de fet on

fla- h)= fla+h).




(A)

“ |, : k
A

(%) ¢

Courbe admettant un axe de symétrie. Courbe admettant un centre de symétrie.
Exemple
Les courbes ci-dessus sont celles d’'une fonction fet d’'une fonction g

Démontre que la droite (A) est axe de symétrie a la courbe de fet que le point A est

_2x+3
T x+1”

centre de symétrie de la courbe de gsachant que f(x)=—x2+2x+5 et g(x)

SEQUENCE 3
Parité d'une fonction
Objectif
Etudier la parité d’'une fonction
Propriétés
e festune fonction définie sur un intervalle I :
fest paire si, et seulement si, pour tout réel x de I,— x apparient a [ et f (— x)={(x).
o festune fonction définie sur un intervalle I :
fest impaire si, et seulement si, pour tout réel x de [— x apparienta l et f (— x)=— f(x).
Remarques
— La représentation graphique d’'une fonction paire dans un repere orthogonal
(0,17,)) admet (O, J) comme axe de symétrie.
— La représentation graphique d’'une fonction impaire dans un repére orthogonal
(0,17, )) admet O comme centre de symétrie.

Exemple

2
Etudier la parité des fonctions f et g définies par f(X):C::? et g(x)=x3sinx.




SEQUENCE 4

Périodicité d’'une fonction

Objectif

Etudier la périodicité d'une fonction

Définition

Soit fune fonction définie sur son domaine de définition Dret p un nombre réel non nul.
On dit que f est périodique de période p si, pour tout x élément de Dg x+p appartient au
domaine de définition de fet on a :

x+p)=1(x).

Exemple

Soit m(x)la fonction mantisse de x.

On sait que m(x)=x— E(x) ou E(x) désigne la partie entiére de x.

m est périodique de période 1.
En effet :

ST x€ Dm, x+1€ D, et m(x+1)= x+1- E(x+1)= x+1- E(x)- 1= m(x) (car on sait que
E(x+1)=E(x)+1)

LS

-1

Courbe représentative de la fonction m(x)




SEQUENCE 5

Exemples d’étude de fonctions : plan d’étude de fonctions

Objectif

Elaborer un plan d’étude de fonctions

Plan d’étude de fonctions

Avant de donner quelques exemples d’étude de fonctions, on propose un plan détaillé

lorsqu’aucune indication n’est donnée sur I’étude :

ensemble de définition de la fonction ainsi que I'étude de la continuité sur cet
ensemble ;

étude (éventuelle) des propriétés géométriques particulieres (parité, périodicité)
afin de trouver un ensemble réduit dans lequel la fonction sera étudiée; cet
ensemble s’appelle ensemble d’étude ;

calcul des limites aux bornes de '’ensemble d’étude ;

calcul de la dérivée sur 'ensemble de dérivabilité, étude du signe de cette dérivée et
tableau de variation ;

étude (éventuelle) des branches infinies afin de déterminer les asymptotes ;
représentation graphique de la fonction apres avoir cherché quelques points de la
courbe et tracé les éventuelles tangentes ou demi-tangente ;

controle de certaines propriétés (axe et centre de symétrie) apres avoir conjecturé

leur existence sur le graphique.

SEQUENCE 6

Exemples d'étude de fonctions polynémes

Objectif

Etudier les fonctions polynémes

Exemple

Soit la fonction £: x— x3— 3x?+2 et (Cy) sa courbe représentative dans le repére (0, 7, J)

Etudions £

e fétant une fonction polynéme, son domaine de définition est: Dr=R.

fest continue sur son domaine de définition.

e Iln'yarienenvue quanta la parité etla périodicité.




e (alculonslalimite en —oo et en +o0 :
- liMyge ()= limy, oo x3=+00

- limy_o f(X)=limy,_o, x3=—00

Remarque
Il est conseillé d’écrire '’ensemble de définition sous forme d’intervalles ou de réunion

d’intervalles afin de recenser toutes les bornes ou calculer les limites.

e festdérivable sur R et pour tout réel x, f' (x)=3x— 6x=3x(x—2).

£ étant un polyndéme du second degré, | e ¢ : ’
ona: fiz) * o - ] .

VX€ ]—00; 0[ U ]2; +oo[f" (x)> 0 v
vxe |0;2[f" (x)< O fiz)

f' (x)= 0 ®x=00u x=2. - %

Dou le tableau de variation ci-contre :

Remarquons qu’il est nécessaire de vérifier si le tableau de variation est
« cohérent »c’est-a-dire que fdoit croitre d'une petite valeur a une grande valeur et que f
doit décroitre d'une grande valeur a une petite valeur.

e Les limites de f en —oo et en +oo prouvent que la courbe de f n'admet pas

d’asymptote.

Par contre f(x)=x3— 3x2+2=x3(1- %7’% ) donc pour x «grand », on a 'approximation
suivante
f(x)=x3donc en —o et en+oo, la courbe de, la courbe de fa la méme allure que celle de la
fonction x—x3.
On dit que la courbe de fa une branche parabolique direction (O, J)en — et en +oo.

e Courbede f

x |-1]0]12 [3
| -2 20 =22

e La tangente au point d’abscisse 1 a pour équation y = (1) (x— 1) +f(1) soit y=—
Ix+3.




e (Cr) admet deux extremums locaux aux points d’abscisses 0 et 2.

3y

()

<

e Lafigure suggére que le point Q(1; 0) est centre de symétrie.
On peut le démontrer en utilisant I'une des méthodes suivantes :
1ére méthode

f(1-h)+f(1+h) _h3+3h+h3-3n

= 0 donc Q est bien centre de symétrie.

2 2

2eme méthode

p {sz—l ,{x=X+1
osons )y _ S y=Y

Alors M(x;y) €(Cr)=Y=(X+1)3-3(X+1)2+2
oY =X3-3X
Dans le repére (©,1,]) ,la courbe représentative de la fonction X— X3—3X est celle d'une

fonction impaire donc Q est bien centre de symétrie de la courbe de £

SEQUENCE 7

Exemples d’étude de fonctions rationnelles
Objectif

Etudier les fonctions rationnelles
Exemple

2
Soit £ la fonction définie par: f(X):% et on désigne par (Cf) sa courbe représentative

dans le repére orthogonal (0,7, )).




Etudions £ (On démontrera que la droite (D) d’équation y = x+1 est asymptote a la
courbe de ).
o fest définie pour tout réel xdifférent de 1 donc
Dr=R\ {1}=]—00; 1[ U ]1; +oo[

f est continue sur son domaine de définition.
e Iln’'yarien en vue quant a la parité ou la périodicité.
o lim,_ 1+ f(x) =4 0;limy - f(x) =—
lim,_,_o, f(x) = — ooetlim,_ o, f(x) =+

e festdérivable sur son domaine de définition et

x2-2x _ x(x—2)
(x-1)% " (x-1)?

Vx€ D f(x)=

festdu signe de x(x—2)

V x €]-00;0[U]2;+0o[f'
(X)> 0 —" ° 1
vxe]0;1[ U 11;2[f (x)< 0 £ () oo -

f' x)=0 ©x=00u x=2. o s so0

a0

Dou le tableau de variation fiz)

ci-contre :

e Branches infinies puisque la limite de f a gauche et a droite en 1 est infinie, la

droite d’équation x=1 est asymptote a la courbe de £

limy ool f) = Cc+ D] = lim = 0 etlimy_o[f () = (x + D] = lim = =0
donc la droite d’équation y = x+7 est asymptote oblique a la courbe de fen +ooet
en—oo.

e Courbe

e Position de la courbe par rapport a son asymptote :

fx) - (x+1 ):ﬁ donc :
Pourx< 1 f{x) — y< 0 etla courbe de fest au dessous de son asymptote oblique ;

Pour x>1 f(x) — y> 0 et la courbe de fest au-dessus de son asymptote oblique.




e La figure suggére que le point o
Q(1; 2) est centre de symétrie. s
On peut le démontrer en utilisant I'une s

des méthodes suivantes :

N
=====TT=eeer-----Jeg--X----f-===-c-cec--ooo.
o

1ére méthode 2,— ‘
i
Calculons f(1-h)etf(1+h) : et 2 S
—_n\2 2 ///
(1~ =" e )= .
f(A-h)+f(1+h) _ 4h -

— =2donc ) est bien
2 2h

centre de symétrie.

2¢me méthode
b {X=x—1 .t{x=X+1
osons |y _ ., _ 5 soitl, _y 5
2
Alors M(x; y) €(CpeY+2= S0
SY = —(X+1)2—2
X

2
Dans le repére (©,1,7) Jla courbe représentative de la fonction X— %— 2 est celle

d’une fonction impaire donc ) est bien centre de symétrie de la courbe de £

SEQUENCE 8

Exemples d’étude de fonctions trigonométriques
Objectif

Etudier les fonctions trigonométriques
Exemple

Etudions la fonction f{x)=tanx.

sinx

f(x)=tanx=

cosx

e fest définie si, et seulement si cosx # 0 c’est-a-dire x # % + kn (k € Z).
Dr=R\ {g + kn(k € Z)} fest continu sur son ensemble de définition

e Propriétés géométriques particuliéres :

=—f(x)

fest impaire et sa courbe admet I'origine du repere comme centre de symétrie.

o VY XEDf,—XEDer‘f(—X): sin(-x) _ sinx

cos(—x) T cosx




o Y XDy, (x+1) EDs et flx+m )=%=%=f(x)

fest donc périodique de période .

La parité de fpermet de réduire dans un premier temps I’étude dans l'intervalle ]— g, g[,
mais sa périodicité permet de réduire dans un second temps I’étude sur [O,g[.

. limx_,g sin(x) = 1etlimx_)§— cos(x) =0%* donc limx_)g— f(x) =+ oo.

e f estdérivable sur [0, g[ et pour tout xde [0,%[,

f(x)=

" cos2(x)

* o w2
fix) +

f(x) /

O

v x€ [o,g[, £(x)> 0dou
le tableau de variation
ci-contre.

e Branche infinie.

On alim =~ f(x) = + .Donc la droite d’équation X=§ est asymptote a la
2

courbe de £

W
~4
h
()




e On a construit la courbe de fd’abord dans l'intervalle [O,E[puis par symétrie

de centre O,sur]—%, O] et enfin par translation de vecteur knt (k € Z) dans

tout le domaine de définition.

Lecons de la compétence de base 2 du troisiéme trimestre

Lecon : statistiques
SEQUENCE 9

Exemple de séries statistiques présentant un regroupement en classes d’amplitudes
égales : effectifs cumulés, fréquences cumulées

Objectifs

A partir d’'un exemple, déterminer les effectifs cumulés et les fréquences cumulées des
séries statistiques présentant un regroupement en classes d’amplitudes égales
Introduction

Pour réaliser I’étude statistique d’'un caractere quantitatif pouvant prendre toute valeur
sur un intervalle I, on regroupe parfois ces valeurs en classes. Ces classes forment une
partition de l'intervalle 1.

Pour ce paragraphe, on ne considérera que des séries statistiques a modalités
regroupées en classes.

Une telle série comportant p classes de bornes ay, ay, ay, ..., a, (@g < a; < a; < -+ < ap)

est notée : ([a;_1, a;[,n;)1 < <p o n; estl'effectif de la classe [a;_q, a;[.

Effectifs cumulés, fréquences cumulées

Exemple

Série statistique repartie en classes d’amplitude égale

Dans le tableau suivant, on donne la répartition des notes en mathématiques dans la

classe de 1re Sy du lycée Félix Eboué :

Notes [0;4[ [ [4; 8[| [8; 12[ | [12; 16[ | [16; 20[

Effectif(n;) | 8 24 |32 10 6

Fréquence(f;) | 10% | 30% | 40% 12% 8%




Représentons graphiquement cette série statistique par un histogramme.

40

30

12

10

° [ 1

0 4 8 12 18

20

Les aires des rectangles sont proportionnelles aux effectifs des classes

correspondantes.

1) Construisons le polygone des effectifs en joignant les points milieux de

I'histogramme.

N ///\
o W <

4 8 12 16

20

2) Dressons les tableaux des effectifs cumulés croissantes et décroissantes de cette

série statistique :

Notes [0;4] | [4; 8[| [8; 12[ | [12; 16[ | [16; 20
Effectifs cumulés croissants 8 32 64 74 80
Effectifs cumulés décroissants | 80 72 48 16 6

Interprétation des effectifs cumulés croissants ou décroissants

Dans le tableau ci - dessus, la troisieme colonne indique que 64 éleves sur les 80 ont

obtenu une note au plus égale a 12/ 20 et 48 éleves ont obtenu une note égale au moins

a 08/20 a ce devoir.

On en déduit le tableau suivant :

a; 0 4 8 |12 |16 |20
Nombre d’éléves ayant obtenu au plus a; 0 8 32 |64 |74 |80
Nombre d’éléves ayant obtenu au moins q; 80 |72 |48 |16 |6 0

Dans ce tableau, la somme des effectifs de chaque colonne est égale a I'effectif total.

Ces résultats peuvent étre représentés par les graphiques suivants :




L nn I
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SEQUENCE 10

Exemple de séries statistiques présentant un regroupement en classes d’amplitudes
inégales : Effectifs cuamulés, fréquences cumulées

Objectifs

A partir d’'un exemple, déterminer les effectifs cumulés et les fréquences cumulées des
séries statistiques présentant un regroupement en classes d’amplitudes inégales

Effectifs cumulés, fréquences cumulées

Exemple

Série statistique répartie en classes d’'amplitude inégale
Dans le tableau suivant, on a relevé la distance parcourue (en milliers de kilométres)
par chacun des 150 bus de la compagnie « Express » entre leur mise en circulation et
leur premiére panne.

Distance parcourue [0; 5[] [5;7] [ [7;9[| [9;15]
Effectif (n;) 15 78 36 21
Fréquence (f;) 10% | 52% | 24% | 14%




1) Représentons graphiquement cette série statistique par un histogramme.

Les aires des rectangles sont proportionnelles aux effectifs des classes

correspondantes.

2) Dressons les tableaux des effectifs cumulés croissants et décroissants de cette

série statistique :

Distance parcourue [0; 5[] [5;7] | [7;9[| [9;15]
Effectif cumulé | 15

croissant 93 129 | 150
Effectif cumulé | 150

décroissant 135 57 21

Interprétation des effectifs cumulés croissants ou décroissants

Dans le tableau ci-dessus, la troisiéme colonne indique que 129 bus sur les 150 ont

parcouru au plus 9000 km et 57 bus ont parcouru au moins 7000 km avant leur

premiere panne.

On en déduit le tableau suivant :

a; 0 |5 |7 |9 [15
Nombre de bus ayant parcouru au plus a;(x 1000 | 0 15 |93 | 129 | 150
km)
Nombre de bus ayant parcouru au moins a;(x 1000 | 150 | 135 | 57 |21 |0

km)

Dans ce tableau, la somme des effectifs de chaque colonne est égale a I'effectif total.

Ces résultats peuvent étre représentés par les graphiques suivants :
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Remarque

On obtient de maniere analogue les tableaux et les graphiques des fréquences cumulées

croissantes et décroissantes.

SEQUENCE 11
Définition des effectifs cumulés et des fréquences cumulées des séries statistiques
présentant un regroupement en classes
Objectifs
Définir les effectifs cumulés et les fréquences cumulées des séries statistiques
présentant un regroupement en classes
Définition
([ai-1,a;[,ni)1 < i <p €St une série statistique.

- L'effectif cumulé croissant de la classe [ay_q; ay| est:

YE ni=n +ng + o+
- L'effectif cumulé décroissant de la classe [ay_q; ai| est:

p _
DickMi =M+ Mgy + -+ + Np.




SEQUENCE 12

Séries statistiques présentant un regroupement en classes: Polygones des effectifs
cumulés et des fréquences cumulées

Objectifs

Construire le polygone des effectifs cumulés et des fréquences cumulées

Polygones des effectifs cumulés et des fréquences cumulées

Exemple

Dans I'exemple ou la série est répartie en classes d’amplitude inégale, les données ne
nous permettent pas de déterminer, par exemple, le nombre de bus ayant parcouru au
moins 7500 km avant la premiére panne.

Le graphique des effectifs cumulés décroissants nous permet cependant d’en déterminer
une estimation.

Pour cela, on joint les points consécutifs de ce graphique par des segments.
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(figure 1) (figure 2)

Le point d’abscisse 7,5 de la ligne brisée ainsi obtenue a pour ordonnée 48.

On estime donc a 48 le nombre de bus ayant parcouru au moins 7500 km avant la
premiere panne.

Définition

Le polygone des eftectifs cumulés décroissants (respectivement croissants) est obtenu
en joignant les points consécutifs des effectifs cumulés décroissants (respectivement
croissants)

Remarque

Si l'on suppose que la répartition est réguliere, pour tout point M de coordonnées (x, n)
du polygone des effectifs cumulés décroissants (respectivement croissant), n est le

nombre d’individus dont la modalité est supérieure (respectivement inférieure) a x.




Exemple

On donne dans le tableau suivant la répartition en classes d’'amplitude 5 les tailles en cm

de 40 individus.

Classe [155;160[ | [160;165[ | [165;170[ | [170;175[ | [175;180[ | [180; 185]
Effectif 3 8 10 10 7 2

Borne 160 165 170 175 180 185
supérieure

Effectif 3 11 21 31 38 40
cumulé

croissant

A partir de ce tableau, on construit le polygone des effectifs cumulés croissants suivant :

nombre d'individus
40 — 4—‘1
ng : //
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On se propose d’estimer le nombre d’'individus mesurant moins de 177cm.

Soit ny 'ordonnée du point d’abscisse 177 de ce polygone.

Ce point appartient a la droite passant par les points de coordonnées (175; 31) et (180 ;

32).
Ona

ne—31

_ 38-31

" 177-175  180-175

soitny = 33,8.

Ce procédé est appelé interpolation linéaire.

On estime donc a 34 le nombre d’'individus mesurant moins 177 cm.




SEQUENCE 13
Caractéristiques de position d'une série statistique présentant un regroupement en classe
Objectif
Déterminer les caractéristiques de position d'une série statistique présentant un
regroupement en classe
Classe modale
Définition
On considére une série statistique présentant un regroupement en classes.
On appelle classe modale de cette série toute classe d'effectif maximal.
Exemple
Dans I'exemple de la série statistique présentant un regroupement en classe d’amplitude
égale ci-dessus, la classe modale est: [8; 12].
Dans I'exemple de la série statistique présentant un regroupement en classe d’amplitude
inégale ci-dessus, la classe modale est: [5; 7].
Remarques
— Une série statistique peut avoir plusieurs classes modales.
Exemple : la série précédente des tailles de 40 individus a deux classes modales :
[165; 170[ et [170; 175].

— Le centre d’une classe modale est appelé mode de la série statistique.

Médiane

Définition

On considére une série statistique présentant un regroupement en classes et d’effectif
total M.

On appelle médiane de cette série le nombre réel M tel que le nombre d’individus de

modalité supérieure 4 M et le nombre d’individus de modalité inférieures a M soient
¢ N

tous égaux a-.

Exemple

Dans I'exemple de la série statistique présentant un regroupement en classe d’amplitude

inégale ci-dessus, I'effectif total de la série est 150.

Représentons sur le méme graphique les polygones des effectifs cumulés croissants et

décroissants.
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Ces polygones sont symétriques par rapport a la droite d’équation n = 75. Donc leur

. . . . . . 75-15
point d’intersection a pour ordonnée 75. Soit x, son abscisse, x,€[5; 7[. On a: — =
-

93-15
7-5 "

On en déduit x, =5 + % Soit x, = 6,54.

On estime que la moitié des bus de la compagnie « Express » ont parcouru au plus 6540
km avant la premiére panne.

Le nombre 6,54 partage la population de la série en deux parties de méme effectif. 6,54
est donc la médiane de cette série.

Moyenne

Si, dans une série statistique, les modalités des n; individus d’une classe [a;_4, a;[ de
centre x; sont régulierement réparties dans cet intervalle, alors la moyenne

arithmétique de ces modalité est x; et leur somme est n;x;.

Définition

([ai—1, a;[,n)1 < i <p €St une série statistique.

On appelle moyenne de cette série la moyenne X de la série statistique (n;, x;)1 < <p OU
x; est le centre de la classe [a;_4, a;[.

Si N est I'effectif total de la série, X :% Zle n;x;.

Exemple

Reprenons I'exemple de la série statistique présentant un regroupement en classe
d’amplitude inégale ci-dessus et calculons la moyenne de cette série.

Le tableau suivant nous donne les classes, les centres des classes, les effectifs des classes

et le produit n;x;.




Classe | Centre de la classe x; | Effectifn; | n;x;
[0;5] 2,5 15 37,5
[5;7] 6 78 468
[7;9] 8 36 288
[9;15] 12 21 252
Total 150 1045,5
La moyenne X de cette série est :
_ 10455
X =
150
=6,97.

On peut conclure que les bus parcourent en moyenne 6970 km avant leur premiere

panne.

SEQUENCE 14
Caractéristiques de dispersion d’'une série statistique présentant un regroupement en
classe
Objectif
Déterminer les caractéristiques de dispersion d’'une série statistique présentant un
regroupement en classe
Caractéristiques de dispersion
Pour calculer les caractéristiques de dispersion d’une série statistique présentant un
regroupement en classes, comme pour le calcul de la moyenne, on remplace chaque
classe par son centre.
Définition
([ai—1, a;[, 1)1 < i <p est une série statistique d'effectif total N et de moyenne x.
Pour tout entieritel quel < i < p, on désigne parx; le centre de la classe [a;_4, a;].

— L’écart moyen est le nombre e, tel quee,, = % P nilx; — xI.

. . 1 _
— Lavariance est le nombre réel V tel que V:ﬁ Zle n; (x; — %)2.

—  L’écart-type est le nombre réel o tel quec = V.




Remarque

Dans la pratique, le calcul de la variance se fait a I'aide de la formule de Koenig :

—(1yp 2) _ 72
V—(ﬁ izlnixi)—x.

Exemple
Reprenons I'exemple de la série statistique présentant un regroupement en classe
d’amplitude inégale ci-dessus et calculons I'écart moyen, la variance et I'écart - type de

cette série.

Classe | Centre delaclasse x; | Effectifn; | |x; — x| | nilx; — x| | x;2 n;x;>
[0; 5] 2,5 15 4,47 67,05 6,25 93,75
[5;7] 6 78 0,97 75,66 36 2808
[7;9] 8 36 1,03 37,08 64 2304
[9; 15] 12 21 5,03 105,63 144 3024
Total 150 285,42 8229,75

On déduit du tableau précédent que :

285,42 8229,75
e, = =1,9028;V =
m 150

6,97% = 6,2841; 0 ~ 2,5068.
150

SEQUENCE 15

Séries statistiques a deux variables : organisation des données

Objectif

Organiser les données d’une série statistique a deux variables a partir d'un exemple
Introduction

On peut sur une population donnée, étudier deux caracteres quantitatifs. La modalité
associée a chaque individu est alors un couple de réels. On construit ainsi une série
statistique a deux caracteres ou série double.

Exemple introductif

On a relevé le poids (en kg) et la taille (en cm) de 30 éleves d’une classe de 1r¢ S du lycée
de Gassi a N’'Djamena.

On a obtenu :




Poids |65 |68 |62 |62 |68 |68 |59 |71 |74 |68 |68 |74 |71 |65 |65

X

Taille | 165 | 177 | 174 | 168 | 165 | 171 | 165 | 177 | 174 | 171 | 165 | 174 | 174 | 174 | 171
y

Poids |62 |65 |68 |71 |65 |74 |74 |71 |65 |77 |74 |62 |77 |68 |71

X

Taille | 174 | 174 | 171 | 171 | 174 | 168 | 177 | 174 | 165 | 180 | 177 | 168 | 180 | 171 | 174
y

Ces données permettent de définir deux séries statistiques a un caractére:

(xi;ny) et(yj;nj)représentées par les deux tableaux suivants :

x; | 5962|6568 |71|74|77

n |1 |4 |6 |7 [5 |5 |2

yj | 165 | 168 | 171 | 174 | 177 | 180

SoitX ={59;62; 65;68;71;74;77}etY={165;168;171;174;177 ; 180}.

A chaque couple (x;; y;) de I'ensemble X x Y, on associe le nombre d’éléves ayant le poids
x; etla taille y; ; ce nombre est noté n;;.

On définit ainsi une série statistique a deux caracteres ; n;; est appelé l'effectif de la

modalité (x;; y;).

Cette série a deux caractere notée (x;;y;; n;;) est représentée par le tableau a double

entrée suivant :

Xi | 59 |62 65|68 |71 |74 |77 | Total

165 (1 |0 |2 |2 (0 (O |O |5

168 |0 |2 |0 |O |O |1 |O |3

171 |0 |O |1 |4 |1 |0 |0 |6




174 |0 |2 (3 |0 |3 |2 |0 |10
177 {0 |0 (O |1 |1 |2 |0 |4
180 |0 |O (O |O |O |O |2 |2
Total |1 |4 |6 |7 |5 |5 |2 |30

Les totaux obtenus dans la derniére ligne du tableau sont les effectifs de la série
(x;;n;) et ceux obtenus dans la derniére colonne sont les effectifs de la série (y]-;nj).
Ces effectifs apparaissent « en marge » du tableau a double entrée ; les séries (x;;n;) et

(yj;nj)sont appelées séries marginales de la série double (x;; yj; n;;).

SEQUENCE 16
Nuage de points associé a une série double
Objectif
Définir et construire le nuage de points associé a une série double
Définition
X;i; ¥j; nyj) est une série statistique a deux caractéeres quantitatifs.
Le plan étant muni d'un repere orthogonal (O, I, J), I'ensemble des points M;; de
coordonnées (x;; y;) est appelé nuage de points associé a la série.
Dans le cas ou les effectifs des modalités (x;; y;) ne sont pas tous égaux, on représente ce
nuage de points de deux facons :
— représentation par points pondérés: on indique a co6té de chaque point
M;;l'effectif n;;.

Pour I'exemple introductif, la représentation par points pondérés est la suivante :
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— Représentation par taches: chaque point M;; est représenté par un disque dont
l'aire est proportionnelle a I'effectif n;;.

Pour I'exemple introductif, la représentation par taches est la suivante :

M M & W

e .

SEQUENCE 17

Point moyen d’'un nuage

Objectif

Définir et construire le point moyen d’un nuage
Point moyen d’'un nuage

Reprenons I'exemple introductif.

Déterminons le barycentre G des points pondéres (M;;; n;;) :




10(59+2X62+2 X62+2 X65+65+3 X655+ 2 Xx68+4 X688+

on a: Xz =
68+71+3 X714+71+ 7442 X74+2 X 74+2 x 77)
= (59+4X62+6 X65+ 7X68+5 X71+5 X74+2 X 77)

= 68,4.
1
Ve = %(165+2X168+2 X174 +2 x165+171+3 X174+ 2 x165+4 x 171

+177 +171+3 X174+ 177+ 168+ 2 X174+ 2 x 177 + 2 x 180)
=%(5 X165+3x168+6 x171+10 x 174+ 4 x 177 + 2 x 180)
=172,1.

N

. Xg = = . o .
On a également : {yG _ - ou Xety sontles moyennes respectives des séries marginales
G =

<L R

G est appelé point moyen du nuage associé a la série (x; ; y; ; n;).

Définition

(xi; ¥j; nyj) est une série statistique a deux caracteres quantitatifs.

On appelle point moyen du nuage de points représentant cette série le point de
coordonnées (x ;y) ouxety désignent les moyennes respectives des séries marginales

(xi;;n;) et (yj; n;).

Exemple
Les notes obtenues par 10 éléves aux épreuves de mathématiques et de physique au

baccalauréat série C de I’année 2017 sont données dans le tableau ci-dessous :

Notes en mathématiques (x) |9 |12 (5|6 |9 |14 |3 |6|12 |14

Notes en physique(y) 10 13(8(10|13|17|5|8 |16 |16

Dans cette série, les effectifs des modalités sont tous égaux a 1.

Les moyennes des séries marginales sont donc :

_ 2X9 +2X1245+2X6+2X14+3 _ 2X1042x13+2X8+17+5+2X16
X= 0 =9 ety= o =11,6.

Le point moyen du nuage associé a la série est : G(1196)
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SEQUENCE 18

Ajustement linéaire d'un nuage de points associé a une série double

Objectif

Introduire 'ajustement linéaire d'un nuage de points associé a une série double

NB

Dans ce paragraphe, on ne considerera qu’une série statistique a deux caractéres xet y
telle que l'effectif des modalités est égal a 1. Une telle série sera notée (x;; y;)1<; <y OU N
est I'effectif total de la série et (x;; y;) la modalité du i€ individu.

Le nuage de points associé a cette série est l'ensemble des points M; de
coordonnées (x;; y;). On désigne par X ety les moyennes respectives des séries
marginales relatives

aux caractéres x et y, par V(x) et V(y) leurs variances respectives que I’'on suppose non
nulles.

Introduction

Le plan étant muni d’'un repére (O, I, ]), on construit le nuage de points associé a la série

deux caractéres xet y. On envisagera trois cas:




©
o
°

figure 1 figure 2 figure 3

La répartition des points dans les deux premiers nuages suggére une relation entre les
deux caracteres xet y; ce n’est pas le cas pour le nuage de la figure 3.
— Le nuage de la figure 1 a une forme qui se rapproche d’une droite ; elle suggére
une relation de la forme y =ax + b.
— Lenuage de la figure 2 a une forme qui se rapproche d’une parabole ; elle suggere
une relation de la forme y = ax? + bx + c.
Ainsi, ajuster un nuage de points consistera a déterminer une courbe simple passant « le
plus proche possible » des points du nuage. Si la courbe recherchée est une droite, on dit
qu’il s’agit d’'un ajustement linéaire.
L’objectif de ce paragraphe est de donner une méthode pour effectuer 'ajustement
linéaire d’'un nuage de points. Cette méthode dite « des moindres carrés » permet de

déterminer deux droites appelées droites de régression.

SEQUENCE 19

Ajustement linéaire d'un nuage de points associé a une série double : Droite de régression
de yen x

Objectif

Ajuster linéairement un nuage de points associé a une série double en utilisant la droite
de régression de yen x.

Droite de régression de yen x

On considére une droite d’équation y = ax + b. Pour tout nombre entier 7tel que 7 </ <
N,on désigne par P; le point d’abscisse x; de cette droite.

La somme des carrés des distances de M;a P; est :

LiMP)? =YX [y — (ax; + b)]>.




La méthode consiste a déterminer la droite (D) appelée droite de régression de y en x
telle que cette somme soit la plus petite possible.
— On suppose dans un premier temps que a est déterminé et on cherche b pour que
la somme Y (M;P;)? soit minimale.
Ona:Xi,(M;P)? = XL, [y; — (ax; + b)]?
=YLy — ax) — b)?
=2 [ — ax;)? + 2b(y; — ax;) + b?]
= Nb?- 2b%[L,(y; — ax;) + XL [(y; — ax;)?]
On obtient un polyndme du second degré en b de la forme ab? + b + y.

a = N étant positif, ce polynéme admet un minimum en b tel que b = ;—fz %Z’i\;l(yi -
ax;).
Dong, pour une droite de coefficient a, la somme Y, (M;P;)? est minimale pour :
b= %2?21 yi—&'llvzlivﬂ X;=y — ax.
La droite (D) passe donc par G, point moyen du nuage.
— On suppose maintenant que b=y — ax.
Ona:Ti,(M;P)? =3[ — ¥) — alx; — D]
=a’ Ll (v — 0)? - 235,00 — D — ¥) + Ty — §)?
On obtient alors un polynome du second degré en a, qui admet un minimum pour

N O -0 @i- )
TN (- %)2

a =

: . : § I (i - D= 3)
La droite (D) a donc pour coefficient directeur le nombre atel que a =2 -
ﬁZ?’;l(xi_ x)z

Le dénominateur de cette expression est égal a V(x). Le numérateur est appelé
covariance de la série double notée : Cov(x, y).
Définition

(x;; ¥i)1<i<n €stune série statistique a deux caracteres x, y et d’eftectif total N.




La covariance de cette série est le nombre noté Cov(x, y) tel que :
Cov(x y) =~ 2, — D i — 7).
Remarque
Le calcul pratique de la covariance s’effectue de maniére générale a I'aide de la propriété
suivante dont la démonstration est analogue a celle de la formule de Koenig établie en
classe de seconde.
Propriétés
1) (xi; ¥i)1<i<n €St une série statistique a deux caractéres x, y et d'effectif total N.
Ona:Cov(x, y) = (=i, %) 7.
2) (x;; yi)1<i<n €st une série statistique a deux caracteres x et y telle que V(x) # 0.

La droite de régression de y en x passe par le point moyen du nuage associé a

Cov(x,y)

cette série et a pour coefticient directeur oD

Une équation de cette droite est :y—y :% (x — x).

SEQUENCE 20

Ajustement linéaire d'un nuage de points associé a une série double : Droite de régression
de xen y

Objectif

Ajuster linéairement un nuage de points associé a une série double en utilisant la droite
de régression de xeny.

Droite de régression de xen y

(D) est une droite d’équation x = ay + b. Pour tout nombre entier 7tel que 7 <7 <N, on

désigne par Q; le point d’'ordonnée y; de cette droite.

On cherche cette fois a déterminer la droite (D”) appelée la droite de régression de xen y

telle que la somme YN, (M;Q;)? soit la plus petite possible.




Par un calcul analogue au précédent, on démontre que cette somme est minimale si la

droite passe par le point moyen du nuage et si a= Co;((;y)'
Propriété
(xi; ¥i)1<i<n €st une série statistique a deux caracteres x et y telle que V(y) # 0.

La droite de régression de x en y passe par le point moyen du nuage associé a cette série

eta pour équation:X—Tc:%;w -

Remarque

Si la covariance de la série est non nulle, le coefficient directeur de cette droite est

V()
Cov(x,y)’

Exemple
En reprenant la série des notes obtenues par 10 éléves aux épreuves de mathématiques
et de physique au baccalauréat série C de I'année 2017, on dispose les calculs dans un

tableau de la fagon suivante :

Xi| Vi | XiVi | Vi
9 |10 |90 100
12 113 | 156 | 169
5 |8 40 64

6 |10 |60 100
9 |13 |117 | 169
14 |17 | 238 |289
3 |5 15 25

6 |8 48 64
12 |16 | 192 | 256
14 | 16 | 224 | 256
Total | 90 | 116 | 1180 | 1492

On en déduit que :

1180
10

Cov(x, py) = 9x11,6 = 13,6;

V() =2-11,6 = 14,64,

La droite de régression de xen yest donc la droite d’équation x - 9 :%(y— 11,6) C’est-

a-dire y = 1,076x + 1,912.
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SEQUENCE 21

Coefficient de corrélation linéaire

Objectif

Calculer le coefficient de corrélation linéaire

Coefficient de corrélation linéaire

En reprenant la série des notes obtenues par 10 éléves aux épreuves de mathématiques
et de physique au baccalauréat série C de 'année 2017 et en représentant sur un méme
graphique les deux droites de régression (D) et (D"), on constate que ces deux droites ne

sont pas confondues mais sont proches I'une de I'autre.
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En effet, leurs coefficients sont trés voisins.

On dit dans ce cas qu’il y a une bonne corrélation linéaire entre les deux caractéres x et

Y.




Plus généralement, lorsque la covariance de la série est non nulle, les droites de

régression sont confondues si elles ont méme coefficient directeur, c’est-a-dire si

Cov(xy) _ V() f i S L Cov?(xy)
v coviry) Cette égalité est equivalente a Yooy -
Définition

(xi; ¥i)1<i<n €st une série statistique a deux caractéeres x et y telle que :V(x) # 0 et V(y)

# 0.
. . 7 s .. ‘. . Cov(x,y)
Le coefficient de corrélation linéaire de cette série est le nombre réel r =————.
NA4CINALE))

Remarques
— Onadmetque:|r| < 1.
— La corrélation entre les deux caractéres x et y est d’autant meilleure que |r| est

proche de 1.

Exemples

1) En reprenant la série des notes obtenues par 10 éléves aux épreuves de
mathématiques et de physique au baccalauréat série C de I'année 2017, le
coefficient de corrélation
r = 0,957. Il y a une bonne corrélation entre les notes en mathématiques et en
physique des ces 10 éléves.

2) Considérons maintenant la série des notes obtenues par ces mémes dix éléves en
mathématiques et en Education Physique et Sportive(EPS). On a le tableau

suivant:

Maths | EPS | x;2 | z?% | xz
9 6 81 |36 54
12 13 | 144 | 169 | 156
5 17 |25 |289 |85
6 11 (36 | 121 |66
9 10 (81 | 100 |90
14 8 196 | 64 72
3 8 9 64 24
6 15 |36 |235 |90




12 6 144 | 36 72
14 15 | 196|225 | 210
Total | 90 109 | 948 | 1329 | 959

On en déduit que x =9 etz =10,9. Donc Cov(x, z)=959-9x 10,9 =-2,2.

La droite (D) de régression de zen xadmet pour équation: z - 70,9 :%'2()( - 9)C'est-a-
dire

z=—-0,159x + 12,335.

OnaV(z) =132,9-10,9%2= 14,09 ; donc la droite (D) de régression de x en z admet pour
équation : x - 9zﬁ(z - 10,9) Cest-a-dire z = — 6,405x + 68,54 1.

14,09
P . -22
Le coefficient de corrélation de cette série estle nombrer = —=—=-10,158
V13,8V14,09 ’

Il y a une mauvaise corrélation entre les notes de mathématiques et celles d’éducation
physique et sportive pour ce groupe d’éléves.

Effectuer un ajustement linéaire sur cette série ne se justifie pas.

Exercice

Une étude de trois caractére x, y et z sur une population de cinq individus a donné les
résultats suivants :

x|1 |2 (3 |4 |5
y; |40 | 45|35 |35 30
z|0 |-3]1 |4 |-1

1) Représenter sur deux graphiques différents les nuages de points associés
respectivement aux séries (x;, y;) et (x;, z;).

2) Déterminer une équation de la droite de régression de y en x et une équation de
la droite de régression de z en x.

3) Calculer les coefficients de corrélation linéaire des séries (x;, ;) et (x;, z;). De ces

deux séries, quelle est celle qui se préte au mieux a un ajustement linéaire ?




Lecons de la compétence de base 3 du troisiéme trimestre

Lecon : Similitude
SEQUENCE 21

Notion de transformation
Objectif
Définir une transformation et utiliser ses propriétés
Définition
Une transformation T est une bijection du plan dans lui -méme. En dautres termes T est
une transformation du plan si et seulement si :

- Atout point M est associé un point M’ unique noté T(M) ;

- Pour tout point N il existe un unique point M tel que T(M)=N.
Comme conséquence immédiate a cette définition, on admet les propriétés suivantes :
Propriétés

1. Une transformation T admet une transformation réciproque T1définie par

TTIN)=MeSTM)=N
2. La composée de deux transformations du plan, T; suivie de T: est une
transformation du plan notéeT, o T; .

Remarque
Puisque la transformation T est une bijection, deux points distincts ont des images
distinctes par cette transformation.
Exemple
Les applications du plan vues antérieurement: symétrie axiale, symétrie centrale,
rotation, translation, homothétie sont des transformations.
La réciproque d’une translation de vecteur % est une translation du vecteur —.
La réciproque de '’homothétie h de centre { et de rapport k est 'homothétie de meme
centre et de rapport %
La réciproque d’'une rotation de centre A et d’angle « est la rotation de meme centre et
d’angle - a.
Si t; est la translation du vecteur 4 et t; la translation du vecteur ¥, la composée t; o t;
est la translation du vecteur U + ¥ notée ty, 3.
Si h est 'homothétie de centre Q et de rapport , h’ 'homothétie de centre Q et de
rapport k" alors la transformation composée de h et h’ est une homothétie de meme

centre et de rapport kk'.




SEQUENCE 22
Similitudes planes
Objectif
Définir une similitude plane et utiliser ses propriétés
Définition
On appelle similitude plane, toute transformation du plan qui conserve les rapports de
distances.
Théoréme
Soit s une similitude. Il existe un réel strictement positif k tel que pour tout point M, N
du plan d’images respectives M, N, on ait: M'N' = kMN. Le nombre réel strictement
positifk est appelé le rapport de la similitude s.
Propriétés des similitudes planes
1. L’'image d'un triangle par une similitude est un triangle semblable.
2. La composée des deux similitudes de rapport k et K’ est une similitude de rapport
kk’.
3. La Réciproque d’une similitude de rapport k est une similitude de rapport %
4. Produit scalaire: dans une similitude de rapport k, le produit scalaire est
multiplié par k;
5. Les angles géométriques : une similitude conserve les angles géométriques. On a

donc: BAC = B'A'C’

SEQUENCE 23

Images des figures simples par une similitude plane

Objectif

Déterminer les images des figures simples par une similitude plane

Propriété

Soit s une similitude, A et B deux points distincts, A’ et B’ leurs images respectives par s.

- L’image par s de la droite (AB) est la droite (A'B’)

- L'image par s de la demi-droite [AB) est la demi-droite [A'B")

- L’image par s du segment [AB] est le segment [A'B']

Dautre part une similitude conserve le parallélisme et [l'orthogonalité de droites,

l'alignement des points et le barycentre.




Image d’un cercle

Une similitude transforme un cercle en un cercle.

Démonstration

Soit s une similitude de rapport k. C un cercle, Q son centre, r son rayon et soit C’, Q' les
images respectives de C et Q pars.

V M et M'son image parsona:

MecCeMec

S OM=r

= UM =kor

Donc C' est le cercle de centre Q' et de rayon k.r

Similitudes et angles orientés

Propriété

Une similitude transforme un angle orienté en un angle orienté égal ou opposé.

Démonstration

Soit s une similitude de rapport k et (U, V) un angle orienté quelconque. Supposons que
A, B et C sont des points du plan tel que (ﬁT,\\_/’) = (ﬁ) Notons A’=s(A), B'=s(B) et
C'=s(C).

A, B et C étant des points distincts, la similitude s conserve les angles géométriques donc

mes BAC = mes B'A’C’ et comme BAC et B’A’C’ ont meme mesure alors les angles

orientés (ﬁ, K(—f) et (A'B', A'C’) sont soit égaux soit opposés.

SEQUENCE 24

Classification des similitudes

Objectif

Faire une classification des similitudes

Types de similitudes

Définition

On appelle similitude directe, toute similitude qui conserve les angles orientés.

Une similitude indirecte est une similitude qui transforme un angle orienté en un angle

OppOSE.




Propriété
Soit s une similitude directe et deux points A et B d’images respectives A’ et B'.

Pour tout point M, si M = s(M) alors:
(aM,A'M") = (4B, A'B’) + 24m (A € 7)
Etl'angle (ﬁ, A’B’) est appelé angle de la similitude directe.

Reconnaissance d’une similitude directe
Théoréme

Deux points distincts A et B et leurs images A’ et B’ définissent une unique similitude
directe. On a alors : k = % et (E, TB') = a[2m]

Ces élémentsk et a« permettent de définir toute similitude directe. Ainsi si s est une
similitude directe de centre (), elle est définie par un point, son image et son centre ().

Toute similitude directe a donc pour éléments caractéristiques son centre , son rapport

k et son angle a.

Définition
Une similitude directe S qui n’est pas une translation est déterminée par la donnée de
son centre (1, son rapportk et son anglea.
On dit que s est la similitude directe de centre (1, de rapportk et d’angle a. On notera
S =5, k,a), k est un réel strictement positif et a un réel.
Cas particuliers
SoitS = s(Q, k, @),
e Sik = 1,lasimilitude S est une rotation: S = s(Q,1,a) =r(Q, a)
e Si a=0[2n], la similitude S est une homothétie de rapport k :
S =5,k 0)=h(Q,k)
e Sia = m[2m], la similitude S est une homothétie de rapport —k :

S =s(Q k) = h(Q,—k)

Point invariant
Propriété
Une similitude s qui n’est pas une translation a un point invariant (point fixe) unique .

Ce point est appelé centre de la similitude.




Forme réduite d’'une similitude directe

Propriété

Soit S une similitude directe qui n’est pas une translation. Soit () I'unique point invariant
de S, k le rapport de S et a I'angle de S.

S est la composée de 'homothétie h(, k) de centre () et de rapportk et de la rotation
r(2, @) de centre () et d'angle a« qui commuent. On écrit donc :

S=h(Q,k)o r(Q,a) =r(2,a) o h(Q,k) .

Cette décomposition est appelée forme réduite de la similitude directe S.

SEQUENCE 25

Similitudes directes : propriétés

Objectif

Utiliser les propriétés des similitudes directes
Propriétés des similitudes directes

1) Soit s une similitude directe de centre (), de rapport £ et d’angle a. Alors s est
une similitude directe de centre (), de rapport %& et d’angle - .
2) Sisets’ sont deux similitudes directes de rapports £ et £’ et d’angle « et &', alors

s' o s est une similitude directe de rapport ££' et d’angle @ + a’.De plus on a:

s'os=s05s".

Similitudes directes et triangles
Propriété: triangles semblables
On considéere deux triangles ABC et A’B’C’. Les propositions suivantes sont équivalentes :

e [l existe une similitude directe s telle que 8(A) = A', 8(B) = B'et s(C) =C'.

L % et (ﬁ,ﬁ) = (W,A_’C—’)) [2m].

Arcr -

AIBr BICr CrAr
[ ) —_— i — I —

AB BC CA

BAC = B'A’C’,CBA = C'B'A’ etABC = A'B'C'.
Lorsque ces propositions sont satisfaites, on dit que les triangles ABC et A’B’C’ sont
directement semblables.
Définition
Deux triangles semblables sont directement semblables s’il y a égalité des angles

orientés correspondants.




Exercices

1) ABC est un triangle équilatéral de centre de gravité G.I est le milieu de [AB].
Pour chacune des similitudes directes suivantes préciser son rapport et son angle.
a. 8, apourcentreBets;(I) =C

b. 8, apourcentrelet s,(A) =C

c. 83 apourcentre Aets;(G) =C

2) ABCD est un parallélogramme, N un point du segment [DC] distinct de D et C. La
droite (AN) coupe (BC) en M.
a. Démontrer que les triangles ADN et MBA sont des triangles semblables.

b. En déduire que DN X MB = BA X AD.

Lecon : Espace vectoriel
SEQUENCE 26

Espace vectoriel
Objectif
Définir un espace vectoriel
Notion d’espace vectoriel
On considere un ensemble E sur lequel on suppose définies :
- une loi de composition interne notée additivement (+);
- une loi de composition interne notée multiplicativement (X) ou (.) de K X E sur E.
Définition
On dit que E est un espace vectoriel sur K si :
1). (E, +) est unngroupe abélien, c’est-a-dire :
- V(x,yz) €E% (x+y)+z=x+ (v + 2) (associativité).
- V(x,yz) € E? x+y=y+ x (commutativité).
- 3de € E,Vx € E,x + e = x (élément neutre).
- Vx €E,3x' € E, x + x' = e (symétrique).
2).V(x,y z) € E2, V(A1) EK?:
- A(x+y)=x+ Ayl
- A+ wx =Ax + px.




- A(ux)=QAw.x.

- 1.x = x ou 1 est élément neutre pour la multiplication dans K.
Les éléments x, y, z, ... de E sont appelés des vecteurs alors que les valeurs de 4, i ... de K
sont appelées des scalaires. Si K = R, I'espace vectoriel E est défini sur R.
Exemples fondamentaux d’espaces vectoriels
1. Soit K™ = {(x4, x5, ... X,), x; € K} muni des lois définies par:

" (1,22, 20) + oY) = (1 + Y1, X0 + V)
Alxy, x5, o xy) = (Axq, Axy, ... Ax,), VA € K.

On dit que K™ est un espace vectoriel sur K et Ogxn = (0,0, ..., 0).
SiK = R, alors R™ est un espace vectoriel réel. En particulier, R? et R3 sont des espaces
vectoriels sur R, il en est de méme pour (R, +,.).
2. Soit D un nombre non vide quelconque D est généralement un intervalle de R ou un

sous-ensemble de R™) et E I'ensemble des applications de D dans K. On le munit de :

f+ 95 22 g0-r@+gor
" aft 2D Gpw=are
E est un espace vectoriel sur K qui a pour élément neutre 'application nulle sur D.
Si K = R, E est un espace vectoriel sur R.
3. On considere I'ensemble des suites a valeurs dans K, muni des opérations :
" (Un) + (Vn) = (Up + V).
= a(Uy) = (aUy).
L’ensemble des suites a valeurs dans K est un espace vectoriel sur K dont I’élément

neutre est la suite nulle (dont tous les termes sont égaux a 0). L’opposé de la suite

U = (U,) estla suite =U = (=U,).

SEQUENCE 27
Regles de calculs
Objectif
Utiliser les regles de calcul dans un espace vectoriel
Théorémes
T, : Soit (E, +,.) un espace vectoriel sur K.
1) VX€EE,o.X=0etVAEK,Ao=.0.

2) YO, X) EKXEALX =0 A=00uX =.0.




T, : Soit(E,+,.) un espace vectoriel sur K.
DV, X) EKXE,(—1).X = A(=%) = — AX.
2)x V(L,X,y) EKXE*A(X —y) = A% — 1.
* VO, i, X) EK? X E,(A—u).X = AX — uy.
Exemple
Soit R* I'ensemble des polyndmes P(x) = ayx; + - + a;x; + a,.
Montre que R* muni de I'addition des polynomes et de la multiplication par un scalaire

A. P(x) est un espace vectoriel.

SEQUENCE 28

Familles de vecteurs d'un espace vectoriel : combinaison linéaire de vecteurs d'une famille
Objectif

Faire une combinaison linéaire des vecteurs d’une famille

Définition

Soit (E,+, .) un espace vectoriel sur K. Soit n > 1 puis (x;)1<i<n € E™, une famille den
vecteurs deE.

On appelle combinaison linéaire den vecteurs xy,..,x,, tout vecteur s’écrivant:
Axqy + - Apxn = Xing i

Exemple

Dans E = R? muni des opérations usuelles, soit la famille des vecteurs (u, v, w) telle que
u=(2;3),v=(1;-3)et w = (1;3). Montrons que le vecteur v est une combinaison
linéaire des vecteurs u et w.

Si v est une combinaison linéaire de u et w, alors il existe a et § réels non nuls tels que :
v =au+ fw.

Si on remplace = 2 et f = 3, on constate que 2u — 3w = (1; -3) = v.

Donc v est bien une combinaison linéaire de uetw car on a trouvé des réels

a=2etf =-3 telsque2u—3w =v

Exercice
Dans E = R3 muni des opérations usuelles, on donne les éléments suivants:
u=(1,23),u; = (45,6) etu, = (57,9). Montrer que u est une combinaison linéaire

de uq et u,.




SEQUENCE 29

Familles liées

Objectif

Définir une famille de vecteurs liés

Vecteurs colinéaires-familles liées

Définition

Soit (E,+,.) un espace vectoriel surK .soientu et v deux vecteurs de .vest colinéaire a
u sietseulementu =0ou(u+#0etiIA €K /v=A7u

Théoréme

Soit (E, +,.) un espace vectoriel sur , soientu et v deux vecteurs de E .v est colinéaire
au sietseulementsiu estcolinéaire a v.

Remarque

u et v étant deux vecteurs d’un espace vectoriel E.

Quand u et v sont colinéaires on dit que les vecteurs uetv sont linéairement
dépendants ou que la famille (u, v) estliée.

Lorsque u et v ne sont pas colinéaires, on dit que les vecteurs u et v sont linéairement

indépendants ou que la famille (u, v) estlibre.

SEQUENCE 30
Familles libres
Objectif
Définir une famille de vecteurs libres
Définition
Soit(E,+,.) un espace vectoriel sur K, n un entier naturel non nul et (x;),<ij<n € E™
o [la famille (x;)1<i<n est liée (ou encore les vecteurs x;,1 <i<n sont
linéairement dépendants) si et seulement si :3 (1;)1<i<n € K™ tels que :
Qi dix; =0et (4 ..., 4,) # (0, ...,0)).
L'écriture Q7= Aix; = 0 avec (4, ..., 4,) # (0, ...,0)) traduit une relation de
dépendance linéaire entre les vecteurs x; .
o la famille (x;)1<i<n est libre (ou encore les vecteurs x;,1 <i <n sont
linéairement indépendants) si et seulement si:V (1;)1<i<n € K™, Ofeq Aix; =

0 = Vie[l,n],1 =0.




Théoréme
Soi(E, +,.) un espace vectoriel surK et soit (x;)1<i<n Une famille non vide de vecteurs
deE.
e Sil’un des vecteurs de la famille de (x;)1<i<n €st nul, alors la famille (x;)1<j<n €St
liée.
o Sila famille (x;)1<i<n est libre, alors tous les vecteurs de cette famille sont non

nuls.

SEQUENCE 30

Propriétés des familles libres ou de familles liées

Objectif

Utiliser les propriétés des familles de vecteurs

Théoreme 1

Soi(E, +,.) un espace vectoriel surK et soit (x;)1<i<n Une famille non vide de vecteurs

de E.

- 87l existe deux indicesi # j et x; et x; solent colinéaires , alors la famille (Xj)1<k<n
est liée.

- Sila famille (x;)1<k<n €St libre , alors les vecteurs de cette famille sont deux a deux
non colinéaires.

Théoreme 2

Soi(E, +,.) un espace vectoriel surK et soit (x;)1<i<n Une famille non vide de vecteurs

de E constituée d’au moins deux vecteurs.

- La famille (x;),1<i<n €st liée si et seulement si il existe un vecteur de cette famille qui
est une combinaison linéaire des autres vecteurs de cette famille.

- La famille (x;)1<i<n €st libre si et seulement si aucun vecteur de cette famille n’est
combinaison linéaire des autres vecteurs de cette famille.

Ce théoreme fournit une condition nécessaire et suffisante pour qu’une famille soit libre.

Théoreme 3

Soit(E, +,.) un espace vectoriel sur K. Soientn € N et (uy, ..., u,, u) € E™*L

Si la famille (uy, ...,uy) est libre et la famille (u4, ..., u,, u) est liée , alorsu est une

combinaison linéaire des vecteurs de la famille (uy, ..., u,) .

Théoréme 4

e Toute sous-famille d’'une famille libre est libre.




e Toute sous famille d’'une famille liée est liée.

Exemple

On donne dans R3 les vecteurs v; = (1,1,0), v, = (4,1,4)et v; = (2,—1,4).

Montrons que (v4, V5, v3) constitue une famille liée.

- Une observation judicieuse des trois vecteurs nous permet de constater que
2v, — v, + v3 = 0. Ce qui prouve que (v, V,,v3) estune famille liée.

- On pouvait aussi parvenir a la méme conclusion en adoptant la démarche consistant

a+4b+2c=0
a chercherles valeurs a, b et ¢ tellesqueav, + bv, +cv; =043 a+b—c=0
4b+4c =0

Systeme qui permettra de prouver que (v,, vy, v3) est une famille liée.

SEQUENCE 31

Familles génératrices

Objectif

Définir une famille génératrice

Définition

Soi(E, +,.) un espace vectoriel surK.

Une famille finie (uq, ..., u,) d’éléments de E est dite génératrice de E si tout élément de

E peut s’écrire comme une combinaison linéaire des u; .Un espace vectoriel surK qui

admet une famille génératrice est dit de dimension finie.

Exemples

1. On considére I'espace vectoriel A définipar: A = {(x, x +y, 2x — 3y)/(x,y) € R?}
Déterminons une famille génératrice de A.
L’espace vectoriel A peut s’écrire sous la forme d’'une combinaison linéaire. On a:
A={x(1,1,2) + y(0,1,-3), (x,y) € R3}et en posantu = (1,1,2)et v = (0,1,—3), on

dira que A admet pour famille génératrice la famille (u, v)

2. Méme question pour B = {(x,y,z) € R®/x + 3y — 2z = 0}
Soit (x,y,z) €ER3 ,x+3y—2z=0 (=>Z=%(x+3y)
Donc: B = {(x, y,%(x + 3y)) ,(x,¥) € ]RZ} qu’on peut traduire comme combinaison

linéaire de vecteurs.On a:




B = {(x (1,0, %) +y (0,1,%)) ,(x,y) € ]Rz} .Donc B admet pour famille génératrice la

famille (u, v)ouu = (1,0, %) etv = (0,1,3).
3. DansR® muni des opérations usuelles, on donne:u = (1,1,3),v = (1,0,1)et w =

(2,1,1)

Montrons que (u, v,w) est une famille génératrice de R® .

Il s’agit de montrer que tout vecteur de R® peut s’écrire comme combinaison

linéaire des vecteurs u, v et w, ie:

V(x,y,z) € R33(a,B,8) € R3/(x,vy,2) = au + Bv + Sw

On a donc : pour tout (x,y,z) € R® , soit (a,B,6) € R3

(x,y,2) =au+ pv+ow e (x,y,z) = a(1,1,3) + B(1,0,1) + §(2,1,1)

= (xy,z)=(a+p+26,a+6,3a+L+0)
|( a=§(—x+y+z)
=< B =§(2x—5y+z)
6= —g(—x+4y+z)

Donc, pour tout (x,y,z) € R3, il existe (a,f,8) € R3 tel que

(x,y,z) = au+ Pv + éwavec a = g(—x +y+2),B= §(2x —5y+z)et

d = —%(—x + 4y + z).

Donc la famille (u,v,w) est génératrice de R3
Exercices
R3 muni des opérations usuelles soient :
E={A A1), 2eR}et F={(a—3B,2B8,a+p),(a,pB) € R3} des espaces vectoriels
sur R.
Pour chacun d’eux, déterminer une famille génératrice.
SEQUENCE 32
Bases - coordonnées d’un vecteur dans une base
Objectif
Définir la base d'un espace vectoriel et déterminer les coordonnées d’'un vecteur dans
cette base
Définition
Soit(E,+,.) un espace vectoriel surK non réduit a{0}. Soit (e;)1<i<n une famille non

vide des vecteurs de E.




- La famille (e;)1<i<n €St une base deE si et seulement si tout vecteur deFE est
combinaison linéaire de maniére unique des vecteurs de la famille (e;),<i<n -
- Lafamille (e;)1<i<n €sta la fois libre et génératrice.
SiB = (e;)1<isn €St une base de E, tout vecteurx deE s’écrit sous la forme:
Y1 x;e; oulesx; sont des scalaires (éléments de K ), nuls sauf pour un nombre fini
d’entre eux.
On dit alors que la famille (x;)1<i<n €st Ia famille des coordonnées de x dans la base
B.
Exercices
1) Dans I'ensemble RR des fonctions numériques, on considére les familles des
vecteurs suivantes :
a. V=(x%x e",e"z)
b. V = (sinx,sin 2x,sin? x)
c¢. V=(1,cosx,cos2x,1+ cosxz)
Pour chaque cas, la famille V constitue-t-elle une base ?
2) On considére I'espace vectoriel R,[X] des polynomes de dégrés inférieurs ou
égaux a 2.
Soit B = (X —1,X% — 1,X? + 1) une famille de vecteurs de R, [X]
a. Montrer que B est une base de R, [X]
b. Déterminer les coordonnées des polynémes 1, X et X? dans la base B.
SEQUENCE 32
Applications linéaires
Objectif
Définir une application linéaire
Notion d’applications linéaires
Définition
SoientE et F deux espaces vectoriels etf une application deE dans F.
On dit que f est une application linéaire si :
e VuveEE, fu+v)=/Ff(w+f(v).
o Vu€EVieK, f(lu) = Af (u)
Théoréme
SoientE et F deux espaces vectoriels etf une application deE dans F. Les trois

aftirmations suivantes sont équivalentes :




1. f estune application linéaire.
2. Yu,v€EEVa,BEK, ona:f(au+ pv) =af(u)+ Bf(v)
3. Pour tout n=1, Vv,Vy ..;V €EE,VA,25,.., €K, on a:fQlL, iv) =
Iy Aef ().
L’ensemble des applications linéaires de E dans F se note L(E,F)
Applications particulieres
Définition
Soient (E,+, .) et (F,+, .) deux espaces vectoriels surK. Soit f une application de
Evers F.
o Une application linéaire de E vers E sappelle un endomorphisme de E
.L'ensemble des endomorphismes de E se note L(E).
e Une application linéaire bijective deE sur F sappelle un isomorphisme de
E sur F.
o Une application linéaire bijective de E sur E s‘appelle un automorphisme de E.

L’ensemble des automorphismes de E se note GL(E)

Théoréme
Soient (E,+, .)et (F,+, .) deux espaces vectoriels sur K, soit f € L(E,F).
On a nécessairement : f (GE) = 6F,
SEQUENCE 33
Noyau et image d’'une application linéaire
Objectif
Définir le noyau et I'image d’une application linéaire
Définition
Soient (E,+, .)et (F,+, .) deux espaces vectoriels sur K,soit f € L(E,F).
e [Le noyau de f est I'ensemble des éléments x deE tels que f(x) = 0. Il est noté
ker(f).Ainsiona:
Ker(f) ={x € E/f(x) = 0} = f~*({0}).
e Limagede f estl'ensemble des images des éléments depar f.
Elle est notée Im(f). Ainsi : Im(f) = {f(x),x € E} = f(E)
Théoréme

Soient (E, +, .) et (F,+, .) deux espaces vectoriels sur K, soit f € L(E,F).




e f estinjective si et seulement si Ker(f) = {0}
e [ estsurjective si et seulement si Im(f) = F
e f estunisomorphisme deE sur F si et seulement siKer(f) = {0} et Im(f) = F .
Exemple
Soit f une application linéaire de R? dans R3 définie par: f(x,y) = (x — y,x + 2y, —y).
1. Déterminons kerf et Imf puis diresi f estinjective ou surjective ?

On sait que f est linéaire et soit (x,y) € E2. Ona:

x=y=0 x=0
(x,y) € Ker(f) (E)f((x,y)) = (0,00) & {x+2y =0 {y —0
—y=0

Donc (x,y) = (0,0)
Donc Kerf = {(0,0)}. 1l s’ensuit que f estinjective.
2. Déterminons Im(f)
Soit (x',y',z") € R3.
(x',y',2") € Im(f) & 3(x,y) € R*/f((x, 1)) = (x,y",2)

x—y=x' y=-2'
S3Ixy)eER /{x+2y=y & x=x"—2
_y=Z’ x'—y'—3Z’=0

Six" —y' — 3z # 0, le systéme n’a pas de solution donc (x',y’,z") & Imf

Six' —y'"—3z"=0,onadonc (x,y) = (x' —z',—z") ou3(x,y) € R? tel que
f(@y) = &y, 2).

Donc Im(f) = {(x,y,z) E R3/x —y — 3z = 0}

f est —elle surjective ?

On constate que le vecteur (1,0,0) n’est pas dans Im(f)donc (f) # R3 .fn’est pas

surjective.




Exercice d’entrainement de la compétence de base 1 du troisiéme trimestre
Exercice 1

Soit la fonction £: x = x3— 3x2+2et (Cf) sa courbe représentative dans le repere (0, 7, 7).

Etudier fet représenter sa courbe dans le repére (0, 7, 7).

Exercice 2
2
Soit £ la fonction définie par: f(X):xle et on désigne par (Cy) sa courbe représentative

dans le repére orthogonal (0,7, J).

Etudier et représenter £ (On démontrera que la droite (D) d’équation y = x+1 est
asymptote a la courbe de £).

Exercice 3

Etudier et construire les courbes des fonctions f.

Dfixwosink ; 2)fixwocosx ; 3)fixetanx ; 4)f:xl—>§x3—x ;0 5)
fixx*—2x2-3

Exercice 4

Soit le plan affine euclidien rapporté a un repére orthonormé (0; 7,7)(unité graphique
1,5 cm)

1) On donne la fonction numérique f d’'une variable réel x définie par: f(x) = x3 —
3x + 2.

a) Etudier les variations de f.

b) Résoudre dans R I'inéquation f(x) = 0.

NB : on ne demande pas de tracer la courbe représentative de f.

2) Soit la fonction g définie de R vers R par:

gx) = 1—12x4 - %xz + gx + 1 et (C) sa courbe représentative dans le repére (0; 1,)).

a) Montrer que g est dérivable sur RetqueVx € R, g'(x) = gf(x).

b) Etudier les variations de g.
¢) Déterminer les points de (C) d’abscisses —3,—1, 0, 2. Placer ces points dans le repére
ainsi que les points de (C) ou la tangente est horizontale.

d) Tracer avec soin la courbe (C).




Exercice 5

x%—5x+7
x—2

f désigne une fonction définie sur R/{2} par f(x) =

1. a) Calculer les limites de f aux bornes de son ensemble de définition Dy.

b) En déduire que la courbe (C) de f admet une asymptote verticale (D;) que 'on
déterminera.

2.a)Déterminer les réels a, b et c tels que pour tout x # 2, on a:

f(x) =ax+b+ é

b) En déduire une équation cartésienne de I'asymptote oblique (D) a (C).

3. Montrer que le point de rencontre des asymptotes est centre de symétrie a (C).

4. Etudier la position de (C) par rapport a (D).

5. Calculer la dérivée f'(x) et dresser le tableau de variation de f.

6. Construire la courbe (C) et ses asymptotes.

7. Discuter et résoudre graphiquement, suivant les valeurs du parametre réel m, le
nombre et le signe des racines de I’équation

x2—G+mx+7+2m=0.

Exercice 6

Le repére (0,1, )) est orthonormé.
Soit fla fonction définie par f{(x)=— Zcosx— %COSZX.

On désigne par (C¢)la courbe représentative de f.
1. Démontre que fest paire, périodique de période 2.
2. Démontre que :
V x€ R, £(x)=2sinx (1+cosx).

3. Dresse le tableau de variation de fsur|[0, r].

4. Trace la courbe de fdans[— 7—”, 7—”]

3’730
Exercice 7
f désigne la fonction définie sur R par f(x) = 2sinx + sin2x.
1. a) Déterminer I'ensemble de définition Dy de f.
b) Démontrer que f estimpaire et périodique de période 2.
2.a) Montrer que Vx € R, f'(x) = 2(2cosx — 1)(cosx + 1).

b) En déduire le tableau de variation de f sur [0; m].




3. Tracer la courbe représentative (C) de f.

Exercice d’entrainement de la compétence de base 2 du troisi¢éme trimestre
Exercice 1

Une enquéte sur la durée en minutes des communications d’une cabine téléphonique de

Moursal a N'Djamena a donné les résultats suivants :

Classes(enmin) | [0; 1] | [1;2[ | [2;3[ | [3;5[ | [5;10[

Effectifs 30 54 51 45 63 57

1) Construire un histogramme représentant cette série.

2) Dresser le tableau des effectifs cumulés croissants et décroissants, puis
construire les polygones des effectifs cumulés croissants et décroissants.

3) ATlaide d’interpolations linéaires, déterminer le nombre de communications dont
la durée est:
a) supérieure a 4 min;
b) inférieure a 7 min;

c) estcomprise entre 4 et 7 min.

Exercice 2
La moyenne des notes obtenues par les 50 candidats a un concours sont réparties

comme suit:

Classes |[0;4[ | [4;8[|[8;12[|[12;16[][16;20[

Effectifs | 5 14 20 7 4

1) Dresser le tableau des effectifs cumulés croissants et décroissants, puis construire les
polygones des effectifs cumulés croissants et décroissants.
2) a) Déterminer la classe modale et la médiane de cette série statistique.
a) Déterminer la moyenne des notes obtenues par l'éléve qui s’est classé
quinzieme au concours.
3) Calculer la moyenne x de cette série.
4) Calculer la variance V et I'écart-type de cette série.
5) Quel est le pourcentage des éleves dont la note appartient a l'intervalle ]x —§; x +

5[?




Exercice 3
Dans une maternité, on a relevé, pour chacune des 20 naissances d’une journée, I'age x

de la mere et le poids y du nouveau-né. Les résultats sont donnés dans le tableau ci-

dessous :
X122 |18 |20 |20 |16 |22 |26(22 |18 22|18 |26 |20 |26(18 |18 |22 |26 |22 |20
yl132(28(32|36(28(28(3 |28|3 |3 |34|36[32|3 |3 (3428|263 |32

1) Présenter ces données dans un tableau a double entrée.

2) Déterminer les séries marginales associées aux caractéres x et y.

3) Représenter par des taches le nuage des points associé a cette série double.
Exercice 4

On donne la série (x;; y;) déterminée par le tableau ci-dessous :

Xi—3—105

y11—14‘2

1) Représenter le nuage de points associé a cette série.
2) Déterminer une équation de la droite de régression de y en x et une équation de
la droite de régression de x en y. Tracer ces deux courbes.
3) Calculer le coefficient de corrélation linéaire de cette série.
Exercice 5
Lors d’'une enquéte portant sur 100 familles, on a relevé le nombre x des enfants de
chaque famille et le nombre y des piéces de leur habitation.

Les résultats sont donnés dans le tableau a double entrée suivant :

i10[112|3|4|5|6|7|8
Vi
1(6(3(2]2/0{0]|0]|0]0
213|3|6|7|3|1/0(0|0
3(1|11(4|7(7|5|4|2]0
4 10(2|3|5/4|5|/6|5]|3

1) Représenter a l'aide de deux tableaux les séries marginales associées aux
caracteres x et y.

2) Déterminer les moyennes de chacune de ces deux séries marginales.

3) Représenter par des points pondérés le nuage associé a cette série double ; placer

son point moyen G.




Exercice 6

Une bille tombe dans le vide de différentes hauteurs. En mesurant a chaque fois le temps

t (en secondes) de la chute et la vitesse v (en métres par seconde) de la bille en fin de

chute, on obtient le tableau suivant :

t

0,20 0,28 | 0,35 0,40 | 0,45

Ui

2 2,7 132 |4 4,5

1) Représenter le nuage de points associé a cette série.

2) Déterminer le point moyen de ce nuage.

3) Calculer le coefficient de corrélation linéaire de cette série. Sa valeur justifie-t-elle
un ajustement linéaire ?

4) Déterminer une équation de la droite de régression de ven & Tracer cette droite.

5) Sachant que, dans une chute libre, la vitesse s’exprime en fonction du temps par
la relation v =gt déterminer une estimation de I'accélération g
a) comprise entre 3 et 5,3.

1) Calculer la moyenne, la variance et I'écart-type de cette série.

Exercice 7

On consideére la série statistique a deux caracteres donnée par le tableau a double entrée

suivant:

1 —=11012
X3
216 (3|1
314 |83

1) Représenter par des taches le nuage de points associé a cette série.

2) Déterminer et placer le point moyen du nuage.




Exercice d’entrainement de la compétence de base 3 du troisiéme trimestre
Exercice 1

Place deux points distinct O et A et construire a la régle et au compas I'image de A par

chacune des similitudes suivantes, toutes centrées en O.
3
a) Angle Tﬂ et rapport v/2

b) Angle— g et rapport %

c) Angle 2?“ et rapport \/?E

Exercice 2

ABC est un carré direct.
O est le centre de ABC et I le milieu de[AB]
Pour chacune des similitudes directes suivantes préciser son
rapport et son angle.

a) 8, a pour centre C et 8,(A) =B

b) s, a pour centre O et 8,(I) = C

Exercice 3
Dans le plan mini d'un repeére orthonormé (OI]) on considere les points
AC).B(G), A Pet B'( L)
a) Fais la figure et place les points A, B, A’ et B’
b) s estla similitude directe telle que A’=s8(A)et B’ = s(B)
Quel est le rapport de 8?
c) Construis le point K tel que I = s8(K)
d) Construis I'image par 8 du centre A passant par O.
e) On pose 0’ = s(0). Le triangle O’A’B’ est-il rectangle ?
f) L'image par s de la médiatrice du segment [AB] est-elle paralléle a (AB')?
g) Soit C le point de coordonnée(0; —1)et C’ son image par 3.

Montre que le triangle A’ B’ C’est isocele rectangle en C’ et calculer son aire.

Exercice 4
ABCD est un carré tel que (ZE, ﬁ) = +§

Soit I le centre du carré ABCD. Soit ] le milieu du segment[CD].




On désigne par s la similitude directe qui transforme AenletBen]
1) Détermine le rapport et I'angle de la similitude .s.
2) On désigne par Q le centre de cette similitude. T; est le cercle de diametre [AI], T, est
le cercle de diamétre [B]]
Démontre que () est I'un des points d’intersection de T; et T,. Placer Q sur la figure.
3) Donne I'image par s de la droite(CB). En déduire le point image par s du point C;
puis le point Image par s du point I.
4) On pose h = 808 (composée de 3 avec elle-méme.
a) Donne la nature de la transformation h (préciser les éléments
caractéristiques).

b) Trouve I'image du point A par h . En déduire que les points A, (1 et K alignés.

Exercice 5
On considere I'espace vectoriel A défini par: 4 = {(x, x +y, 2x —3y)/(x,y) € R?}
Déterminer une famille génératrice de A.
Exercice 6
Dans E = R3® muni des opérations usuelles, on donne les éléments suivants:
u=1(01,2,3),u; = (4,5,6) etu, = (5,7,9) . Montrer que u est une combinaison linéaire
de u; et u,.
Exercice 7
Les familles suivantes sont -elles libres ?
a) v, = (1,0,1),v, = (0,2,2) et v; = (3,7,1) dans R3
b) v; = (1,0,0),v, = (0,1,1) et v3 = (1,1,1) dans R3
v, =(1,2,1,2,1),v, = (2,1,2,1,2)v; = (1,0,1,1,0) et v, = (0,1,0,0,1) dans R>
Exercice 8
Démontrer que applications suivantes sont-elles linéaires:
a) f(x,y) =2x+3y?
bygx,y,y)=(x—-yx+zx+y+2z+2)
c)h(x,y,z) =(x—y,x+z,x+y+2z)




EVALUATION
Exercice 1

1) a) Résoudre sur R I'équation différentielle (E) : y” =e~ 3*.
a) Déterminer la solution de (E) vérifiant y(0) = % et y(0)= g .
b) Résoudre sur R I’équation différentielle 2y’ - 5y = Otelle que y(—2) =1.
¢) Résoudre sur R I'équation différentielle y” + 16y = 0.
d) Résoudre sur RI'équation différentielle y”"—-4y’+ 5y =20
2) Le plan est muni d'un repere (O, [, ]).
résoudre sur R I"équation différentielle (E) : y”" -3y’ + 2y = 0.
Quelle est la solution de (E) dont la courbe représentative admet au point d’abscisse

0 la méme tangente que la courbe représentative de la fonction x+— e3* ?

Exercice 2
Le tableau suivant donne la tension artérielle moyenne y en fonction de I'dge x d’une

population.

Age x; 36 42 | 48 54 | 60 66
Tensiony; | 11,8 | 14 | 12,6 | 15| 15,5 | 15,1

1) Représenter le nuage de points associé a cette série.

2) Déterminer une équation de la droite de régression de y en x et une équation de la
droite de régression de x en y. tracer ces deux droites.

3) Calculer le coefficient de corrélation linéaire de cette série.

4) Une personne de 70 ans a une tension artérielle de 16,2. Cela vous parait-il normal ?

Exercice 3

Soitu : R® — R? définie pour tout x = (x;, x5, x3) € R® par
ulx) = (xg + x5 + x3, 2%, + x, — x3)

1. Montrer que u est une application linéaire

2. Déterminer Ker(u)




Difficultés rencontrées liées a la résolution de I'exercice

Evaluation de la compétence
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