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Avant — Propos
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PREFACE
Chers éleves, enseignants, parents et parties prenantes de 1’école tchadienne,

Conformément au protocole d’accord de partenariat du 02 septembre 2016 ayant pour
objet le renforcement des capacités en technologies de l'information et de la
communication dans les établissements secondaires, liant I'Etat Tchadien représenté par
le Ministere de I'’Education Nationale et de la Promotion Civique (MENPC) et I'Institut
TECHNIDEYV, ce dernier est amené a expérimenter des approches innovantes intégrant le
numérique et visant a améliorer l'efficacité interne du systeme éducatif tchadien. Le
résultat attendu de cette convention (MENPC/ TECHNIDEV) étant l'accés a une

éducation et la réussite pour tous.

C'est dans ce cadre que le programme Soutien Scolaire Intégré est développé et mis en

ceuvre par TECHNIDEV, avec pour objectif de :

- Prendre en charge tous les éleves en difficultés scolaires dans une discipline inscrite
au programme officiel et ce, conformément au niveau de I'éléve ;

- Contribuer a améliorer les notes en classe de tous les éléves bénéficiaires ;

- Contribuer a assurer le passage en classe supérieure de tous les éléves bénéficiaires ;

- Contribuer a améliorer le taux de réussite au BAC de tous les candidats bénéficiaires ;
- Contribuer au maintien des filles a I’école.

TECHNIDEV tient a exprimer ses remerciements aux cadres du MENPC, aux partenaires
(ECW et UNICEF), les experts, les inspecteurs, les enseignants et les animateurs

pédagogiques et a toutes celles et tous ceux qui ont contribué d’élaboration de ce guide.

Le présent guide pédagogique décline les stratégies d’'une prise en charge de I'éléve
soucieux de la qualité de son éducation et de sa réussite, adhérant au projet et respectant

les conditions spécifiques de sa mise en ceuvre.

L’enseignant, spécialisé en techniques d’évaluation et de remédiation et en éducation par
le numérique, dispose d’un outil lui permettant d’agir avec une méthode axée sur les

résultats en terme de développement des compétences des éléves.

Pour les parents, c’est un instrument de suivi quotidien des activités d’apprentissage de

I'enfant par rapport a sa progression dans le programme.



J'invite les éléves, les enseignant (e)s et les parents a une exploitation judicieuse de ce
guide pour une contribution efficace dans la mise en ceuvre de programmes de Soutien

Scolaire Intégré (SSI) et partant, la redynamisation de I'école tchadienne.

KHALID FADOUL DOUTOUM

~. < —

Directeur Général de TECHNIDEV



INTRODUCTION
Le présent guide a été réalisé dans le cadre de programme de Soutien Scolaire Intégré

(SSI) mis en place par TECHNIDEV. Une équipe pluridisciplinaire constituée d’inspecteurs,
d’animateurs pédagogiques et d’enseignants a contribué a son élaboration.

Ce guide, destiné principalement aux enseignants et aux éléves, a pour but de contribuer a
I'amélioration et le renforcement des capacités de I'éleve et ce, d’abord par 1”identification
de ses difficultés suivi un accompagnement stratégique basé sur une approche par
compétences. Il s’adresse aux éléves du CM a la Terminale et s’appesantit principalement
sur les matieres fondamentales que sont le Francais et les Mathématiques. Chaque Guide
traite un trimestre spécifique conformément au programme de I'enseignement proposé
par le Ministére de ’Education Nationale et de 1a Promotion Civique du Tchad.

Dans ce contexte, le guide met en évidence les principales compétences jugées
incontournables pour la réussite de I'éléve et suggére aux enseignants des stratégies et
méthodologies appropriées pouvant servir a3 mettre en place une meilleure prise en
charge individuelle de I'éleve.

Dans son architecture, le guide présente de la maniére suivante :

Partie 1 (destinée en premier lieu a l'enseignant) : La Fiche de programmation
trimestrielle, 1a Fiche de Progression et la Fiche de développement de compétences du
trimestre mis en exergue par ledit Guide ainsi qu'un chronogramme de prise en charge
individuelle de I'éléve par I'enseignant.

Partie 2 (destinée aux éléves) : Elle déroule les différentes compétences que I'éleve doit
développer, ainsi que des épreuves et applications favorisant l’acquisition de ces
compétences. Des tableaux d’évaluation des éléves sont consacrés a la fin de chaque
épreuve.
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OBJECTIFS TERMINAL D'INTEGRATION
Au terme de la classe de Terminale S, I'éleve doit pouvoir résoudre des situations-

problémes significatives permettant de mobiliser et de renforcer les connaissances
mathématiques antérieures, de développer les capacités d’expérimentation et de
raisonnement, d'imagination et d’analyse dans des contextes variés et transversaux.

TS : CB1: Analyse

Au terme de la classe de Terminale S, I'éleve doit pouvoir résoudre des situations-
problémes significatives faisant intervenir les fonctions d'une variable réelle, les suites
numériques et les calculs différentielles.

TS : CB2: Algebre -Arithmétique et probabilité

Au terme de la classe de Terminale S, 1'éléve doit pouvoir résoudre des situations-
problémes significatives faisant intervenir les Structures algébriques, les calculs dans les
ensembles N, Z, R etc etles calculs de probabilité.

TS : CB3: Géométrie

Au terme de la classe de Terminale S, I'éleve doit pouvoir résoudre des situations-
problémes significatives faisant intervenir la géométrie dans le plan et la géométrie dans
I'espace.




Fiche de programmation horaire du premier trimestre




FICHE DE PROGRESSION DU 1* TRIMESTRE

Trimestre | Période Contenus
CB 1 : Analyse CB 2 : Algebre - Statistique - CB 3 : Géométrie
Probabilité
1er Octobre - Fonctions numériques d'une - Equations linéaires
au variable réelle : - Arithmétique

limite continuité et dérivation

10 Novembre | . gonctions numériques d’une
variable réelle :
étude de fonctions

1

11 Novembre
au

31Décembre

Nombres complexes

- Calculs barycentriques




Compétence de Base 1

Les modules d’intégration de Mathématiques de la classe de Terminale S premier trimestre

Terminale S-CB1 : L’éléve doit pouvoir résoudre des situations-problémes significatives qui mettent en ceuvre les fonctions numériques d’une variable réelle :
limite, continuité, dérivation et étude des fonctions.

Objectifs d’apprentissage (Ressources)

Savoirs

Savoir-faire

Activités suggérées

> Limite

> Continuité

- Fonctions numériques d’'une
variable réelle : limite, continuité
et dérivation.

Déterminer la limite d’'une fonction en un point et a
I'infini.

Interpréter graphiquement la limite infinie d’'une
fonction en un point (asymptotes paralléles a 'axe
des ordonnées).

Déterminer la limite d’'une somme, d'un produit,
d’un quotient et de la composée de fonctions.
Déterminer la limite d’'une fonction par
comparaison.

Interpréter graphiquement la limite a I'infini d'une
fonction (asymptotes obliques, asymptotes
paralléles a I'axe des abscisses et branches
paraboliques).

Etudier la continuité d'une fonction en un point.
Etudier la continuité d'une fonction sur un
intervalle.

Déterminer le prolongement par continuité d’'une
fonction en un point.

Etudier la continuité de 1a composée de deux

Détermination de la limite d'une fonction en un point
et a I'infini.

Interprétation graphique de la limite infinie d'une
fonction en un point (asymptotes paralléles a 'axe
des ordonnées).

Détermination de la limite d’'une somme, d’'un
produit, d’'un quotient et de la composée de
fonctions.

Détermination de la limite d'une fonction par
comparaison.

Interprétation graphique de la limite a I'infini d’'une
fonction (asymptotes obliques, asymptotes paralléles
al’'axe des abscisses et branches paraboliques).
Etude de la continuité d’'une fonction en un point.
Etude de la continuité d’une fonction sur un
intervalle.

Détermination du prolongement par continuité d’'une
fonction en un point.

Etude de la continuité de la composée de deux
fonctions continues.




> Dérivation

fonctions continues.

Déterminer I'image d’'un intervalle par une fonction
continue strictement monotone.

Déterminer la valeur approchée des zéros d'une
fonction continue sur un intervalle.

Déterminer la fonction réciproque d’une fonction
continue strictement monotone sur un intervalle.
Calculer le nombre dérivé d'une fonction en un
point (éventuellement a gauche, a droite).
Déterminer une équation de la tangente en un point
(éventuellement demi-tangente a gauche, demi-
tangente a droite).

Déterminer une approximation affine d'une
fonction en un point.

Etudier les variations d’une fonction.

Rechercher et donner la nature des extrémums
d’une fonction.

Utiliser les théorémes sur les inégalités des
accroissements finis.

Calculer la dérivée de la composée de deux
fonctions dérivables.

Calculer la dérivée de la réciproque d’une fonction
strictement monotone sur un intervalle.

Calculer les dérivées successives de fonctions.

df d%f

Utiliser la notatlonE et )

Détermination de I'image d’un intervalle par une
fonction continue strictement monotone.
Détermination de la valeur approchée des zéros
d’une fonction continue sur un intervalle.
Détermination de la fonction réciproque d’'une
fonction continue strictement monotone sur un
intervalle.

Calcul du nombre dérivé d'une fonction en un point
(éventuellement a gauche, a droite).
Détermination d’'une équation de la tangente en un
point (éventuellement demi-tangente a gauche,
demi-tangente a droite).

Détermination d’'une approximation affine d’'une
fonction en un point.

Etude des variations d’une fonction.

Recherche et détermination de la nature des
extrémums d’'une fonction.

Utilisation des théoremes sur les inégalités des
accroissements finis.

Calcul de la dérivée de la composée de deux fonctions
dérivables.

Calcul de la dérivée de la réciproque d'une fonction
strictement monotone sur un intervalle.

Calcul des dérivées successives de fonctions.

f . &f

d
x et dx?

Utilisation de la notation =

Fonctions numériques d’'une

Déterminer ’ensemble d’étude d'une fonction en

Détermination de I'ensemble d’étude d’une fonction




variable réelle : étude des
fonctions.

utilisant la parité ou la périodicité.

Déterminer les éléments de symétrie de la courbe
représentative d'une fonction (axe et centre de
symétrie).

Etudier les fonctions polynomes.

Etudier les fonctions rationnelles.

Etudier les fonctions irrationnelles.

Etudier les fonctions trigonométriques.

en utilisant la parité ou la périodicité.

Détermination des éléments de symétrie de la courbe
représentative d'une fonction (axe et centre de
symétrie).

Etude des fonctions polynémes.

Etude des fonctions rationnelles.

Etude des fonctions irrationnelles.

Etude des fonctions trigonométriques.




Compétence de Base 2

Terminale D-CB2 : L’éléve doit pouvoir résoudre des situations-problémes significatives qui mettent en ceuvre les équations linéaires, 'arithmétique et les

nombres complexes.

Objectifs d’apprentissage (Ressources)

Savoirs

Savoir-faire

Activités suggérées

- Equations linéaires

Equations linéaires dans R3

Interpréter géométriquement un systéme
d’équations linéaires dans R3.

Résoudre un systéme d’équations linéaires dans R3
en utilisant la méthode du pivot de Gauss.

Interprétation géométrique d’un systeme d’équations
linéaires dans R3.

Résolution d'un systéme d’équations linéaires dans
R3 en utilisant la méthode du pivot de Gauss.

Arithmétique

- Numérations

- Calculsdans N et Z

- Nombres complexes

Ecrire un nombre dans une base donnée.

Déterminer ’ensemble des multiples d’'un entier
naturel.

Effectuer la division euclidienne.

Utiliser les propriétés de congruence modulaire.
Déterminer les PGCD et PPCM de deux entiers.
Déterminer les nombres premiers entre eux.

Décomposer un entier naturel en un produit de
facteurs premiers.

Résoudre des équations diophantiennes.

Représenter dans le plan complexe l'image d'un

Ecriture d'un nombre dans une base donnée.

Détermination de I'ensemble des multiples d'un
entier naturel.

Division euclidienne.

Utilisation des propriétés de congruence modulaire.
Détermination des PGCD et PPCM de deux entiers.
Détermination des nombres premiers entre eux.

Décomposition d’un entier naturel en un produit de
facteurs premiers.

Résolution des équations diophantiennes.

Reconnaissance d'un nombre complexe.
Représentation dans le plan complexe de I'image




nombre complexe.

Déterminer I’affixe d'un point, d'un vecteur.
Déterminer le conjugué d’'un nombre complexe.
Effectuer des calculs algébriques avec des
nombres complexes.

Déterminer le module et un argument d'un
nombre complexe.

Passer de la forme algébrique a la forme
trigonométrique ou exponentielle d’'un nombre
complexe et inversement.

Effectuer des opérations sur les nombres
complexes écrits sous différentes formes.
Résoudre des équations dans C .

Linéariser cos™@ et sin"6.

Déterminer la racine n'*™¢ d’un nombre
complexe.

Reconnaitre et caractériser une similitude plane
directe.

d’'un nombre complexe.

Détermination de I'affixe d’'un point, d’'un vecteur.
Détermination du conjugué d’'un nombre complexe.
Calculs algébriques avec des nombres complexes.

Détermination du module et de I'argument d’'un
nombre complexe.

Passage de la forme algébrique a la forme
trigonométrique ou exponentielle d’'un nombre
complexe et inversement.

Opérations sur les nombres complexes écrits sous
différentes formes.

Résolution des équations dans C .

Linéarisation du cos™0 et sin"6.

Détermination de la racine n'*™¢ d’un nombre
complexe.

Reconnaissance et caractérisation d’'une similitude
plane directe.




Compétence de Base 3

Terminale D-CB2 : L’éléve doit pouvoir résoudre des situations-problémes significatives qui mettent en ceuvre les calculs barycentriques

Objectifs d’apprentissage (Ressources)

Savoirs

Savoir-faire

Activités suggérées

Calculs barycentriques

Définir la fonction vectorielle de Leibniz 7(M ).

Passer d'une expression de 7(M ) a une autre dans
le plan ou dans I'espace.

Calculer les coordonnées du barycentre de n points
pondérés dans le plan ou dans I'espace.
Décomposer une fonction scalaire de Leibniz en
utilisant le barycentre de n points pondérés.

Déterminer des lignes de niveau..

Définition de la fonction vectorielle de Leibniz.

Passage d'une expression de f(M )a une autre dans le
plan ou dans I'espace.

Calcul des coordonnées du barycentre de n points
pondérés dans le plan ou dans I’espace.
Décomposition d’'une fonction scalaire de Leibniz en
utilisant le barycentre de n points pondérés.

Détermination des lignes de niveau.




PARTIE DESTINEE A L’'ELEVE

FICHES DE DEVELOPPEMENT DES COMPETENCES DESTINEES A L’ELEVE

A

Orientations :

1. Suivre minutieusement les horaires des séances de développement des

w

compétences prévues dans I'emploi du temps ;

Exploiter par ordre les fiches de développement des compétences ;
Traiter dans I'ordre les exercices en lien avec chaque compétence ;
Relever toutes les difficultés rencontrées lors du traitement des
exercices ;

~ .. ’ 1 I 1 oo ’. I~ 11
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LECONS DES COMPETENCES DE BASE 1

LIMITES ET CONTINUITE
A - LIMITES

DEFINITIONS ET PROPRIETES
SEQUENCE 1

Limites d’une fonction en l'infini

Objectif
Définir et calculer la limite d’'une fonction a l'infini

Définitions (limite infinie en + )
fest une fonction définie sur un intervalle |A,; +» [ ou A est un réel.

Dire que Ia fonction fa pour limite +© en +w signifie que tout intervalle de la forme
lo; +o [ ,0ti 0 est un réel, contient toutes les valeurs f(x) pour x assez grand.

On note : lim f{x)=+co.

Dire que la fonction fa pour limite— © en +w signifie que tout y\T g

intervalle de la forme 1-o ;a[, ou o est un réel , contient
toutes les valeurs f(x) pour x assez grand.

On note : lim f{x)=—co.

Définitions (limite infinie en — o)
fest une fonction définie sur un intervalle de la forme]— ; A[ ou A est un réel.

1) Dire que la fonction fa pour limite + c en —» signifie que tout intervalle
Ja,; + o [,0u «a est un réel , contient toutes les valeurs f(x) pour x prenant des
valeurs négatives de valeur absolue assez grande.

On note : lim f{x)=-+co.

w
{
o]l |\




2) Dire que la fonction fa pour limite— © en — « signifie que tout intervalle de Ia
forme - ;a[, ou o est un réel, contient toutes les valeurs f(x) pour x prenant
des valeurs négatives de valeur absolue assez grande.

On note : lim f{x)=- co.

Propriétés

a est un nombre réel non nul et n, un entier naturel non nul.

1) Sia>0alors lim (ax +b)=—-ocet lim (ax + b)=+ et

sia<0alors lim (ax + b)=+ et lim (ax +b)=—- .

2) limx"=+owet limx"=
X—>+0

X—>—0

+ cosin est pair
— oo sin estimpair

3) lim vx =+ .

SEQUENCE 2
Asymptotes obliques a I'infini
Objectif
Définir et déterminer I'asymptote a l'infini
Définitions
1) festune fonction définie sur un intervallede la 1A, +x [ ou A est
un réel.

Si lim (f{(x) - ax - b )= 0, on dit que la droite d’équation y = ax +b est une

asymptote oblique a la courbe représentative de f en +oc.

2) festune fonction définie sur un intervalle de la forme ]-;
A[ ouA estun réel

x Y

Si lim (f(x) — ax b) = 0, on dit que la droite d’équation y = ax + b est une

asymptote oblique a la courbe représentative de fen — o.
/N

Propriété

i

fest une fonction et ¢y sa courbe représentative. x \/ g %
s

La droite d’équation y = ax + b est asymptote oblique a c; si et

seulement si lim (@) =aetlim (f(x)—ax)=h.

x—w X




Démonstration
Démontrons cette propriété pour le cas oil xtend vers + o ; I’ autre étant analogue.

— Supposons que la droite d'équation y = ax + b est une asymptote oblique a c; en +

o, Considérons la fonction gdéfinie par g(x) = f(x) - ax-b
Ona hm g(X)— 0;

vxeDp\ {0}, 12 =542 420

V x€ Dy, flx)— ax=>b +g(X).

Donc lim @ =aet lim [f(x) —ax]=5.

— Réciproquement, si lim ! i)

b]=0

=gaget hm [f(x) — ax]= balors hm [f(x) — (ax +

Donc la droite d’équation y = ax + b est une asymptote oblique a ¢y en + oo.

Exercice

On donne la fonction fdéfinie par f{x) =2Vx? — 1 —x
Détermine les équations des asymptotes obliques a la courbe représentative de £

en + o et—oo.

SEQUENCE 3

Recherche d’asymptotes

Objectif

Rechercher une asymptote

On suppose que lorsque x tend vers + o ou vers — o, f(x) a une limite infinie.
s - f

On étudie alors la limite lorsque x tend vers + o ou vers — o de %

Trois cas peuvent se présenter :

f(x f(x
( % 4 une limite infinie, Q a une limite finie ou Q n’a pas de limite.

- f(x—x) a une limite infinie
On dit, dans ce cas, que la courbe représentative de f admet une branche parabolique de
direction (0J) c’est a dire ’axe des ordonnées.

f
(X) — a une limite finie




lercas:a=0

On dit, dans ce cas, que la courbe représentative de f admet une branche parabolique de
direction (OI) c’est a dire I'axe des abscisses.

2¢cas:a#0

On étudie alors la limite lorsque x tend vers + o ou vers — o de f(x) - ax. On a trois
possibilités :

1¢re possibilité

f(x) - ax admet une limite finie b. On dit que la droite d’équation y = ax + b est asymptote
oblique a la courbe représentative de f.

2¢ possibilité

f(x) - ax admet une limite infinie

On dit que la courbe représentative de f a une branche parabolique de direction celle de la
droite d’équation y = ax.

3e possibilité f(x)-ax n’a pas de limite

On dit la courbe représentative de f n’admet ni asymptote, ni branche parabolique mais
elle admet une direction asymptotique qui est celle de la droite d’équation y = ax.

fx

- n’a pas de limite

La courbe représentative de f n’admet ni asymptote, ni branche parabolique, ni direction
asymptotique.
Tableau récapitulatif

Les résultats de la recherche de la direction asymptotique peuvent étre résumés dans le
tableau ci-dessous ot a et b désignent respectivement les limites , lorsque x tend vers +

f
ouvers—o de % et f(x) - ax.

a=+oooua=-owo branche parabolique de direction(0])
aeR beR la droite d’équation y = ax + b est asymptote
b=+woub=-o branche parabolique de direction y = ax
bn’existe pas direction asymptotique d’équation y = ax
a n’existe pas ni asymptote, ni branche parabolique, ni
direction asymptotique.




SEQUENCE 4
OPERATIONS SUR LES LIMITES

Objectif
Identifier les formes indéterminées et calculer la limite d'une somme de fonctions
Les formes indéterminées et limite d'une somme

Dans le calcul des limites de fonctions, I'on peut obtenir 'un des résultats suivants
appelés forme indéterminée ou simplement une indétermination habituellement

7 = ’ . . (2 0
désignée par deux points d’exclamation (!!) : « 0 —c0»; «0x 0 »; «=» ou «g
(=2}
Dans ce cas, on essaie de lever l'indétermination c’est-a-dire de trouver la limite

demandée en étudiant la situation.

On dispose cependant de deux regles permettant de déterminer la limite d'une fonction
polyndme et la limite d’'une fonction rationnelle en l'infini.

Régles

1) En +o eten— o, Ia limite d’une fonction polynéme est égale a la limite de son terme de
plus haut degré.

2) En +oo et en — o, la limite d’une fonction rationnelle est égale a la limite du quotient
du terme de plus haut degré du numérateur par le terme de plus haut degré du
dénominateur.

Exemples
1) lim (4x3— 5x2 +1)= lim (4x3) = +oo.

3x2 —8x+5

2) lim (575 = lim () =-3

Limite d’'une somme de deux fonctions
Régle
fet g sont deux fonctions ayant pour limites respectives I et I'en /'infini.

Le tableau suivant donne la limite de la somme (f + g)(x) :

Si lim f{x)= I [1 I [+w] -]+

et lim g(x)= r 40| —0| 40| —w| —0

alors lim (F+g)(x)=|1+1'| 40| —0| 40| =00 | /!




SEQUENCE 5

Limite d'un produit, d'un quotient

Objectif

Calculer la limite d'un produit, d’'un quotient de fonctions
Limite du produit de deux fonctions

Regle

by

f et g sont deux fonctions ayant pour limites respectives 1 et I’ a I'infini.

Le tableau suivant donne la limite du produit (f x g)(x) :

1

Si lim f(x)= 1>0|1<0|1>0(1<0|0 400 | —00 | —
et lim gx)= I' |40 |40 |—0 |- | +oou| 4o | —o0 |+
—
alors lim (fg)(x)= | IxI' | 40 | -0 | -0 |40 |! 400 | 400 | —0
Limite de I'inverse d'une fonction
Regle
f est une fonction ayant pour limite 1 en I'infini.
Le tableau suivant donne la limite de I'inverse de f :
Si lim fix)= I/# 0 |0 par valeurs | 0 par valeurs | +00 | —
o positives negatives
alors lim (%) =] 1 |+ - 0 0
X—> 0 l
Limite du quotient de deux fonctions
Regle
f et g sont deux fonctions ayant pour limites respectives 1 et I'’en I'infini.
Le tableau suivant donne la limite du quotient ( é)(x) :
Si lim f{x)= / / +ow| 40| -0 | -0 | foou—-x
et lim g(x)= I'#20| +ooou—-c|I>0|1<0|1>0|1I<0| +0o0u—c
alors lim (5) w=| L |0 foo| —o| - | fo|
X—> 0 l’




Si lim f{x)= | 1>00u 1>0o0u I<0ou —o0 I<0ou —o0 0
+ o + o0
et lim g(x)= | 0 par valeurs 0 par valeurs 0 par valeurs 0 par valeurs 0
o positives négatives positives négatives
alors lim + o - - + o0 /4
Iyx)=
Q&
SEQUENCE 6

Limite d'une fonction composée, limite par comparaison

Objectif

Calculer la limite d'une composée de fonctions et utiliser les propriétés de comparaison

Limite de la composée de deux fonctions

Regle

f est une fonction définie sur un intervalle I de R et g une fonction définie sur un intervalle

] de R telles que pour tout x de I, f(x) appartient a J.

On note gofla composée de f suivie de g.

a, b et c désignent des réels, ou + o ou — .

Si lim f(x) =bet hmb g(x)=calorslim gof(x)=rc.

Exercice

Calcule :

a) lim (—).

X—>+00

X—>+00

b) lim (

2x-1
x+1 )"

X

Limite par comparaison

Propriétés 1

fest une fonction.

— S’ existe une fonction g telle que f > g sur un intervalle ] A, + oof, A étant un réel
et lim g(x) = +oo alors lim f{x)=+co.




— S’ existe une fonction g telle que f < g sur un intervalle ] A, + «of, A étant un réel
et lim g(x) =—oalors lim f{(x)=—co.
X—+0 X—>+0
NB : on a des propriétés analogues quand xtend vers — o ou vers x, réel.

Exercice

En utilisant la propriété ci-dessus, calcule la limite en + « et en — « de la fonction fdéfinie
par:

f{x) = 2x - 5sinx.

SEQUENCE 7

Limite finie d’'une fonction en un réel

Objectif

Calculer la limite finie d'une fonction en un réel

Définition

f est une fonction définie aux voisinages d’un réel a appartenant ou pas au domaine de

définition de f et l un réel.

Dire que la fonction f admet pour limite le réel I quand x tend vers a signifie que tout
intervalle ouvert contenant I ou de centre I contient toutes les valeurs f(x) pour x assez
proche de a.

Onnote: lim f(x) =1

Remarques
— Parfois, I'on est obligé d’étudier la limite de fa gauche et a droite de a.
— Lorsque fn’est pas définie en aet si lim f{x) =1 alors la courbe représentative de £
x—>a

n’admet pas d’asymptote en a mais elle peut se rapprocher indéfiniment du point
de coordonnées (a, /) sans jamais le toucher.

SEQUENCE 8
B - CONTINUITE
Continuité en un réel, continuité sur un intervalle

Objectif
Etudier la continuité d’une fonction sur un intervalle
Définitions

festune fonction définie sur un intervalle I deR contenantle réel a.




1) festcontinue en a si lim f{x)=f(a).
xX—>a
2) festcontinue surlintervalle I si f est continue en tout réel a de I.
Interprétation graphique

Graphiquement, la continuité d’une fonction fsur un intervalle I de R se traduit par le fait
que la courbe représentative de fpeut étre tracée en un seul morceau sur I ( sans lever le
crayon).

Propriétés
1) Les fonctions x— x™ ou n € N sont continues surR.
2) La fonction x— |x| est continue surR.

3) La fonction x— +/ x est continue surR,.
, 1 . .
4) Les fonctions x— —, oun € N*, sont continues sur - oo, 0f et sur J0; +oof.
X

5) Les fonctions x+— cos x et x+— sin x sont continues surR.
Continuité et opérations sur un intervalle
Propriétés
fet g sont deux fonctions continues sur un intervalle .

— Lesfonctionsf+g;fxg; kf (k € R) et|f| sont continues sur I.

, ’ 1 ,
— Signesannule pas sur I, a]ors; eti sont continues sur K.
— Sifestpositive sur I, alors \/7 est continue sur I,
Exemples

1) Toute fonction polynéme est continue sur R.
2) Toute fonction rationnelle est continue sur son domaine de définition.

SEQUENCE 9

Continuité et composition de fonctions

Objectif
Etudier la continuité de la composée de fonctions
Propriétés

I et/ sont deux intervalles de R.

Si fest une fonction continue sur [ telle que f{(I) c J et g une fonction continue sur J alors la
composée gof est continue sur I,

Démonstration

Soit xo un élément de I. fétant continue surl, lim,_,, f(x) =f{xo)e/




gétant continue sur ], lim,_ ¢,,) g(x) =g(#{xo)).

On en déduit que lim,_,, go f(x) =gofix,).

La fonction gof continue en tout x, de I est donc continue sur I.

Prolongement par continuité d’'une fonction en un point

Définition et propriété

f est une fonction, D¢ son domaine de définition et a un réel n’appartenant pas a Ds.
On suppose que f admet une limite finie [ en a.

pourx e Df—{a},g(x) = f(x)
g =1

La fonction g est appelée le prolongement par continuité de la fonction f en a.

Alors la fonction g définie par: { est continue en a.

Exemple

On donne la fonction fdéfinie sur R - {3} par f{x) =%.
Calculons la limite de fen a= 3.

En effet, V x€ R- {3}, f() =~ 2= 2D _y 4 5

Or lin} (x-3)=6.
Donc 11rr§ f{x)=6.

pourx e R — {3},g(x) = f(x)

g3) =6 est le prolongement par

La fonction gdéfinie par: {

continuité de fau point d’abscisse 3.

Propriété

. sinx
lim —=1

x>0 X
Démonstration

Cette propriété a été vue en classe de Premiére et résulte immédiatement de la
dérivabilité de la fonction sinusen 0.




SEQUENCE 10
Image d'un intervalle par une fonction continue

Objectif
Déterminer I'image d’un intervalle par une fonction continue
Propriété 1

Si f est une fonction continue sur un intervalle I, alors f(I) est un intervalle.
Remarques

— Si fest une fonction constante, alors £{7) se réduit a un singleton.

— Si fn’est pas continue sur I'intervalle |, alors f{7) peut ne pas étre un intervalle.
Par exemple I'image de R par la fonction partie entiere (E) est Z.

Propriété 2
f est une fonction définie sur un intervalle fermé [a ; b].

Si f est continue sur [a; b], alors f([a; b] )est un intervalle fermé
[m; M].

Remarques

— Vxe[a;b], m<f(x) <M.festdoncbornée sur[a;b].

— m et M ont un antécédent dans [a ; b] par f. On dit que f atteint ses bornes.

— Les valeurs m et M ne sont pas forcément celles de f(a) et f(b); m et M sont
respectivement le minimum et le maximum de f sur [a; b].

SEQUENCE 11 //\‘\
Théoréme des valeurs intermédiaires f(b)' R TR (I ‘:
/

Objectif K // :

Utiliser le théoreme des valeurs intermédiaires ——— / '

\ // ‘ :

3 \ / " !

Théoréme 1 /_ ______ f:(a_)_‘L (.‘7 :

f est une fonction définie sur un intervalle I de R, ' ) | .

a etb deux réels appartenanta | ; J N ’ :
telsquea<b. a @) [ => C b

I

Si f est continue sur [a; b] alors pour tout réel k
compris entre f(a) et f(b) il existe au moins un réel c appartenant a [a; b] tel que f(c) =k.




Interprétation graphique

Graphiquement, la droite d’équation y = k coupe au moins une fois la courbe
représentative de la fonction fen un point d’abscisse c appartenant a

I'intervalle [a; b].
Démonstration

Si f est continue sur [a; b] et f(a)x f(b) < 0 alors il existe au moins un réel c appartenant a
]a; b[ tel que f(c) =0.

On sait que f([a; b]) est un intervalle J.
Soit yo, un nombre réel compris entre f(a) et f(b). On a f(a) € J etf(b) €], doncy, € J.

Or ] = f([a; b]); donc ype f([a; b]). On en déduit que y, a au moins un antécédent
compris entre a etb.

Théoreme 2

f est une fonction définie sur un intervalle I de R, a et b deux réels appartenant a I tels que
a<b.

Si f est continue sur [a; b] et f(a)x f(b) < 0 alors il existe au moins un réel c appartenant a
]a; b[ tel que f(c) =0.

SEQUENCE 12

Théoréme 3 (continuité et monotonie)

Objectif

Utiliser la continuité et la monotonie de fonctions pour résoudre des équations

Théoréme
f est une fonction définie sur un intervalle I de R, a et b deux réels appartenant

altelsquea<b.

Si f est continue et strictement monotone sur [a; b], alors pour tout réel k compris entre
f(a) et f(b), I’équation f(x) = k admet une solution unique dans [a ; b].

f(b)} ------------------ 2 f(a)t---- \
Koot
Kinesi G Sl
gk R
f@ ... /1 ; gy e
3 3
J : i J i .
0 " 8 c b 0 Iy T b
Remarques

1) Lorsqu’'une fonction f est continue et monotone sur un intervalle I, f(I) est un
intervalle de méme nature que I et ses bornes sont les limites aux bornes de 1.




2) Le théoreme ci-dessus s’applique aussi lorsque f est une fonction continue et
monotone sur un intervalle I de la forme [a;b[; ]a; b];Ja; b[;[a; + o [;]a; +=[;]-
0; b]; ]— o; b[. Si une borne a ou b est ouverte, on remplace I'image f(a), f(b) par la
limite de f en cette borne; si une borne de l'intervalle est — o ou <+ oo alors on
considere la limite de fen — o ou + .

3) Apres avoir prouvé qu'une équation admet une solution unique c a I'aide du théoréme
ci-dessus, on peut rechercher cette solution c :

- soit par une résolution approchée a l'aide d’'une calculatrice ou d'un tableur: on
recherche une valeur approchée de ¢ ou un encadrement de c par balayage ou par
dichotomie.

Propriété

Toute fonction f continue et strictement monotone sur un intervalle I de R réalise une
bijection de I sur f(1), et alors :

— Pourtousréelsaetbdel a=bs fla) =f(b).
— la bijection réciproque de fnotée f~ 1 est continue sur l'intervalle I.
— [~ Lest strictement monotone sur I et a le méme sens de variation que £

Théoreme
f est une fonction définie sur un intervalle I de R, a et b deux réels appartenant a I
telsquea<b.

Si f est continue et strictement monotone sur [a; b] et f(a)x f(b) < 0 alors I'équation f(x)
= (0 admet une solution unique dans ]a; b|[.

SEQUENCE 13
C - DERIVATION D’'UNE FONCTION
Dérivabilité et nombre dérivé en un réel

Objectif

Etudier la dérivabilité d’'une fonction en un réel et déterminer le nombre dérivé
Définition

f est une fonction définie sur un intervalle I de R et X un réel appartenanta I.

(x)—f(x0)

Lorsque le rapport f f(xo+h)—f(x0)

(respectivement ) admet une limite finie quand x

X— X h
tend vers X, en restant dans I (respectivement quand h tend vers 0 avec (xo + h) restant
dans I, on dit que la fonction f est dérivable en x;, et, cette limite notée f' (X, ) est appelée
le nombre dérivé de f en x,.




fFx)—f(x0) _ f(xo+h)—f(xo)

Ainsi, i,y =222 = lim,_y, —2 2 =f(xg).

X— Xpo

Tangente a une courbe représentative d’'une fonction

Définition

Soit f une fonction définie sur un intervalle I de R, dérivable en un réel x, appartenanta I
et Cs sa courbe représentative dans un repere du plan.

La droite (T) passant par le point A(X ; f(Xo)) de C; et de coefficient directeur f'(x( ) est
appelée la tangente a la courbe C¢ en A.

(O bt =i M%/_:, 5

~—.

Remarques

fest une fonction définie sur un intervalle I de R et X, un réel appartenant a L.

Lorsque f n’est pas dérivable en xy mais est dérivable a droite en x, (respectivement
a gauche en x,), la courbe représentative de f admet au point d’abscisse xy une demi-
tangente a droite (respectivement a gauche.

Par exemple, la courbe représentative de la fonction x+— |x| admet en O(0; 0) deux
demi-tangentes.

¢, /
i/
M

/}/

M ‘:N

M:IO‘I X Xo Xo+h

admet une limite

Lorsque fn’est pas dérivable en x, mais que le rapport M’;&O)
— A0

X

infinie quand x tend vers x, par valeurs positives (respectivement par valeurs
négatives), la courbe représentative de fadmet au point d’abscisse x, une demi-
tangente verticale a droite (respectivement a gauche).

Par exemple, la courbe représentative de la fonction x — +/x admet au point
d’abscisse 0 une demi-tangente verticale.




SEQUENCE 14
Approximation affine locale d’'une fonction
Objectif

Déterminer une approximation affine locale d’'une fonction
Propriété

f est une fonction définie sur un intervalle I de R et dérivable en un réel x, appartenant a
L.

La fonction x — f'(X¢ )(x - Xo ) + f(X¢) est la meilleure approximation affine locale de f
au voisinage de X,.

La fonction x — f' (X )(x - Xo ) + f(X() est aussi notée x — f'(x¢)h + f(X() en posant
h = x-Xx,.

Dérivabilité sur un intervalle

Définition

Une fonction f de [a; b] vers R est dérivable sur [a; b] si elle est dérivable surJa; b [ et
dérivable a droite en a et a gauche en b.

On pose f'(a)= lim [f(xi:%] et £'(b)=lim [f(xi:;(b)].
X>a ijb

On définit de fagon analogue une fonction dérivable sur un intervalle semi-ouvert.

Exemples

1) La fonction f: x +— x+/x est dérivable sur ]0; + o[ comme produit de deux
fonctions dérivables et sa dérivée est: f'(x) = %\/E et lim [f(xi_%] =0.Dong, la
x>0 -
x>0
fonction fest dérivable sur [0 ; + oof.
2) Lafonction g:x+— +/x est dérivable sur ]0 ; + o[ et sa dérivée est: g’ (x) = %;

Et lim [&g(o)} =+00.Dong, la fonction gn’est pas dérivable sur [0 ; + oo [.
x>0 -
x>0

Remarques

fest une fonction et Cy, sa courbe représentative.

— Lorsque fest dérivable sur un intervalle I, alors on sait que C; admet en tout point

d’abscisse xy appartenant a I une tangente ou une demi-tangente non paralléle a
(0]). Réciproquement, nous admettrons que si C; admet en tout point d’abscisse x,
une tangente non paralléle a (O]), alors fest dérivable en x,.




— Lorsqu’une fonction est dérivable en tout élément d’'un ensemble I, on dit qu’elle est
dérivable sur L.

Théoreme

f est une fonction définie sur un intervalle I de R et a, un élément de I.
— Sifestdérivable en a alors f est continue en a.
— Sifestdérivable sur I alors f est continue sur L.

Remarques

1) La réciproque de chacun des énoncés du théoréme précédent est fausse : en effet
une fonction peut étre continue en un réel a (respectivement sur un intervalle)
sans étre

dérivable en ce réel (respectivement sur cet intervalle).

Exemple

La fonction x+— |x| est continue en 0 sans étre dérivable en 0. De méme, elle est continue
sur R mais pas dérivable sur R.

2) Dans le tableau de variation d’une fonction £, une fléeche non horizontale et sans
coupure sur un intervalle traduit a la fois la continuité et la strict monotonie de £
sur cet intervalle.

SEQUENCE 15
Fonction dérivée et dérivées usuelles

Objectif

Calculer la dérivée de fonctions

Définition

f est une fonction définie sur un intervalle I de R.

Lorsque f est dérivable en tout réel x appartenant a I, on dit que f est dérivable sur I et on
appelle fonction dérivée de f (ou dérivée de f) la fonction notée f' qui, a tout x appartenant
al, associe le nombre dérivé f' (x).

2-Dérivées des fonctions élémentaires

f f Ensemble de dérivabilité

k(keR) |0 R

X 1 R




1 -1 R’
X x?
x"(neZ) | nx"1 R*sin<0
Rsin>0
w | L R
2Vx
sin x CoS X R
COS X —sinx R
tan x 1 + tan®x

R\ { +kn k € 7}

Dérivées et opérations sur les fonctions

f f
u+v u+v
ku(ke R) | ku’
uv uv+uv
1 v
= |t
\'%
u uv-uv
A% VZ
u’(neZ) | nuu™?
u u
2vu
u(ax+b) |au'(ax+Db)




SEQUENCE 16
Dérivée de fonctions composées
Objectif

Calculer la dérivée de fonctions composées
Dérivée de la composée de deux fonctions

Théoréme

f est une fonction dérivable sur un intervalle I et g une fonction dérivable sur un intervalle
contenant f(I). La fonction gof est dérivable surI et on a: (gof)’ = f’x (g'of).

Exercice
Calcule la dérivée de la fonction fdéfinie par f{x) = cosﬁ.

Remarque

Soit fune fonction dont I'ensemble de définition est une réunion d’intervalles tous non
réduits a un point.

Si fest la composée de deux fonctions dérivables sur leur ensemble de définition, alors £
est dérivable sur son ensemble de définition.

Dérivée de la réciproque d’une fonction

Théoréme

f est une fonction dérivable, strictement monotone sur un intervalle ], telle V x € I, f’(x) #
0.

— Lafonction f réalise une bijection de I vers f(I).

1
flof~1

— Labijection réciproque f~ lest dérivable sur f(I) etona: (f~ 1) =

Remarque

S'il existe x, élément de f(I) tel que f'(f~ 1(xo)) = 0 alors, f~ ! n’est pas dérivable en x,
et la courbe représentative de f~ ! admet au point d’abscisse x, une tangente ou une
demi-tangente paralléle a (OJ).

Exemple
Soit f'1a fonction de ]—E” ; E” [ vers R définie par: f{x) = tanx.
fest dérivable sur]—7; ~[et {]-7; ) =R;deplus,Vx e]-7; 7,

f(x)=1+tan*x =1+ f(x)? Cest-a-dire que V x € ]—g; g[, f'(x) # 0., on en déduit

que fest bijective et f~ ! est dérivable sur R.




1 1 1
FU 1) 1+ [fg-1@]F 1+a%

Deplus,ona:vVxeR, (f~1)'(x) =

La réciproque de la fonction tangente est notée tan™! ou bien arctan
SEQUENCE 17
DERIVEES DES FONCTIONS PUISSANCES

Dérivée de x— x" etu” (re Q)

Objectif
Calculer la dérivée de fonctions puissance et utiliser I'inégalité des accroissements finis
Théoréme

rest un nombre rationnel non nul et u une fonction dérivable et strictement positive sur
un intervalle 1.

— Lafonction x— x" est dérivable sur ]0 ; + [ et sa dérivée est la fonction
x— rx’ 1L

— Lafonction u"est dérivable sur I et sa dérivée est ru’u" 1.

Exercice

Calcule la dérivée de chacune des fonctions suivantes sur I'intervalle j0; + o /.
5 2 -3
fix—x2;g:x—x3;h:x— x2.
Remarque
La fonction x+— x" ( € Q" Jest dérivableen O sir > 1
Inégalités des accroissements finis
Théoreme 1
fest une fonction dérivable sur un intervalle / a et b deux éléments de I tels que a < b.
S'il existe deux nombres réels m et M tels que pour tout x élément de /a; b),

m<f'(x) <Malors m(b-a)<fib)-faA) <Mb-a).

Démonstration

Désignons par gla fonction de I vers R définie par g(x) = Mx — f{(x).

La fonction gest dérivable surl etona: VvV xe 1, g'(x) =M - f'(x). Donc g’ est positive
sur /a; b].

La fonction g est croissante sur /a,; b/ donc g(a) < g(b).

On en déduit que Ma - f{a) < Mb - f{b) C’est-a-dire que () - f(a) < Mb - Ma.

Donc f(b) -fa) s M(b-a).(1)

En considérant la fonction h définie de I vers R par h(x) = mx - f(x), on démontre de
fagon analogue que : m(b - a) < f(b) - f{a). (2)

Des inégalités (1) et (2), on déduit que m(b - a)< f{(b) - f{a) < M(b - a).

Théoréme 2




fest une fonction dérivable sur un intervalle /.

S'il existe un réel M tel que pour tout x élément de /a; b], | f' (x)| <M alors pour tout réel a
etb élémentsde Z |f(a) — f(b)| <Mb — a|.

NB : ce théoréme est une autre formulation de I'inégalité des accroissements finis ; elle se
déduit du théoreme précédent en remplagant m par — M.

Exercice
Démontre que:
a) Pourtoutxe [0; g[ ; X< tan x. (On posera f(t) = tan t)

b) Pourtout xeR, |sin x| < |x|. (On posera f{t) = sin t)

SEQUENCE 18

Dérivées successives et applications de la dérivée
Objectif

Calculer les dérivées successives de fonctions et les utiliser
Dérivées successives d’une fonction

Définition
f est une fonction et I un intervalle.

— Si f est dérivable sur I, sa dérivée f’ est appelée dérivée premieére de f . On la note
aussi f,

— Si f’est dérivable sur I, sa dérivée f'' est appelée dérivée seconde de f. On la note
aussi f®,

— De proche en proche, la dérivée n - ieme de f, si elle existe est la fonction dérivée de
la dérivée (n - 1) - iéme de f sur I ; on la note f™,

NB: f® est aussi appelée la dérivée d’ordre n de £ On utilise également, et surtout en

. . . . , _d g d? dr
sciences physiques, 1a notation de Leibniz: f’' = d—i i f = d—xf sl f M = ﬁ.

Exercice
Détermine les dérivées successives de la fonction fdéfinie par

f(X)=§x3 —2x*-3x+4.

Aplication1 : dérivées et sens de variation d'une fonction
f est une fonction dérivable sur un intervalle 1.

— Sif’est strictement positive sur I, alors f est strictement croissante sur I.

— Sif’ est strictement négative sur I, alors f est strictement décroissante sur I.




— Sif’estnulle sur |, alors f est constante sur L.
Aplication2
Position relative d’'une courbe et de ses tangentes
f est une fonction deux fois dérivable sur un intervalle I, et a un élément de 1. On désigne
par C; la courbe représentative de f et par (T), la tangente a C; au point A d’abscisse a.
(T) a pour équation y = f'(a)(x — a) + f(a).
On se propose de déterminer la position relative de C et (T) sur L.

Pour cela, on considére la fonction g définie par g(x) = f{x) - [f' (a)(x — a) + f(a)].
Onag(a)=0etVxelg (x)=f(x)—f'(a).Donc g’ (a)=0.

— Sif" est strictement positive sur I, alors f’est strictement croissante sur I. Soit x un
élémentdel.Ona:x<a= f'(x)< f'(a); c'est-a-dire x<a= g'(x)< 0

De méme,ona:x>a=g'(x) > 0.

On en déduit le tableau de variation de g sur l'intervalle L. = T~
g'(x -

g(x) \*0 //

Donc Vx eI\ {a}, gx)> 0

C; est au-dessus de (T) surl'intervalle I. On dit que la courbe C est convexe.

— On démontre de méme que si f"est strictement négative sur I, alors C; est au-
dessous de (T). On dit alors que Cs est concave.

— Si f"s’annule en a en changeant de signe, la tangente (T) traverse la courbe C; au
point A d’abscisse a. On dit que le point A est un point d’inflexion a la courbe Cy.

Dérivées et extrémums d’'une fonction
fest une fonction dérivable sur un intervalle I et a un élément de 1.

— f{a@) est un extrémum relatif de la fonction £si et seulement si f's’annule en a en
changeant de signe.

— Sifadmeten a un extrémum, alors f'(a) = 0.
SEQUENCE 19
FONCTIONS NUMERIQUES D’UNE VARIABLE REELLE : étude de fonctions
Ensemble de définition, ensemble d’étude de fonction
Objectif
Déterminer I'ensemble d’étude d'une fonction en utilisant la parité ou la périodicité.

Ensemble de définition




En général, 'ensemble de définition d’'une fonction est donné dans le cas contraire, il faut
le chercher tout en tenant compte de toutes les contraintes de la fonction considérée.
Nous noterons Dy l'ensemble de définition d’une fonction fet(Cs) la courbe

représentative de f

Ensemble d’étude

Pour certaines fonctions, on peut éventuellement étudier la parité ou la périodicité de la

fonction pour déduire de I'ensemble de définition, I'ensemble d’étude. Nous noterons E

I'ensemble d’étude de la fonction f.

Il est question de préciser comment a partir de la courbe représentative de la restriction

de f a Ej on déduit la courbe (C;) totale en utilisant certaines propriétés

géométriques(translation, symétrie )

Remarques

1) Pour étudier la parité d'une fonction, il faut se rassurer que son domaine de définition
est symétrique par rapport a zéro.

2) Certaines fonctions sont concernées a la fois par la parité et la périodicité.

Exemple

La fonction x + sin 2x est a la fois impaire et périodique de période 7.

La périodicité nous autorise a 1'étudier dans l'intervalle [—gg] et la parité permet de

I'étudier dans [0; g] .

SEQUENCE 20

Eléments de symétrie d’'une courbe
Objectif
Déterminer les éléments de symétrie de la courbe représentative d'une fonction
(axe et centre de symétrie).
Centre de symétrie
1¢re méthode
Pour montrer que S(a; B) est centre de symétrie de (Cy) courbe représentative de f
dans un repére orthonormé (o, 7, j), on peut :
- Effectuer un changement d’origine O en S. On obtient alors une fonction g telle que (Cy)
soit la courbe représentative de g dans (S, 1, ),
- montrer que g est impaire
Si M(x; y) dans (o,7,]J) et de coordonnées (X; Y) dans (S,i,)), il suffit de poser
x=X+a«a
{y =Y+p
Etobtenir:y=f(x) @Y +B=fX+a)
sY=fX+a)-p
Donc la fonctiong (X) cherchéeest f(X + a) — B




Exemple

Ondonne f(x) = x-3

2x+1

11 .
Montrons que S(— 2 5) est centre de symétrie de la courbe .

1
x=X-—=>
Soit (Cy) la courbe représentative de . Posons f

y = Y'+'E

M(x,y) € (Cf) @y = f(x)
SY+o=f(X-3)

1y 1
=v=f(x-3)-;
x-1-3
SY=—2 1=_Z
2X-1+1 2 4x
Considérons donc la fonction g(X) = — ﬁ .

. . . 1.1 . e
Il est claire que g est impaire donc $ (_E; E) est bien centre de symétrie de la courbe

représentative de g.
2¢ méthode :

Pour démontrer que Q(a, B) est centre de symétrie a la courbe d’une fonction f ,il suffit
de montrer que pour toutréel h,a + h € Dy ona:a — h € Dy

et et _ g

Axe de symétrie

1ére méthode

Pour montrer que la droite d’équation x = a est axe de symétrie de la courbe (C;) d’une
fonction f dans un repére orthonormé (o, ,j),on peut :

- Effectuer un changement d’origine O en S .on obtient alors une fonction g telle
que (C;) soitla courbe représentative de g dans (S,1,J),
- Montrer que g est paire.

Exemple
Soit f(x) = sinx + %cos 2x

Montrons que la droite d’équation x = g est axe de symétrie.




™

x=X+ R

Posons { v 2 ou (x,y) sont les coordonnées de M dans (o,1,j), et (X,Y) ses
y =

coordonnées dans (S, 7, }).

y= sinx+%c052x =Y = sin(X+§) +%c052(X+§)
1
=Y = cosX+Ecos(2X+1r)

=Y = cosX—%cos 2X
Sig(X) =cosX — %cos 2X
g(—X) = cos(—X) —%cos(—ZX) = cos X —%cos 2X=gX)
g est paire et la droite d’équation x = g est bien axe de symétrie.

2¢ méthode

Pour montrer que la droite d’équation x = a est axe de symétrie a la courbe d’une
fonction f,on peut démontrer que pour tout nombre réel h tel que

at+th€Dsona:a—heDset f(a—h)=f(a+h)

SEQUENCE 21

Point d'inflexion

Objectif

Déterminer le point d’inflexion d’'une courbe

Définition

Soit (T) la courbe représentative d’'une fonction f admettant une tangente au point M
d'absice x (tangente non paralléle a (oy))

Soit M et T deux points d'abscice x4 .

M € (T)et T estlatangente a la courbe.

On dit que M est un point d’inflexion siTM s’annule en changeant de signe en M,

Sif est une fonction dérivable deux fois en x et si f'' s’annule en changeant de signe en
Xo, alors My (x,, f(xo)) est un point d’inflexion de la courbe f.

Définition

Soitf une fonction deux fois dérivable dans un intervallel.
- Si f" <0 dans I, alors on dit que Ia courbe de f est concave dans|.
- Si f" > 0 dans l,alors on dit que la courbe de f est convexe dans| .

- Si f" s‘annule en x, en changeant de signe, on dit que le point de coordonnées
(x0, f(x9)) estun point d’inflexion de la courbe de f.




f 7 s'annule

fis0 en changeant de signe en x,

o x o} %
figure 2 figure 3

Remarque

Etudier la concavité de la courbe d'une fonction f c’est chercher a vérifier si elle est
concave ou convexe.

Exemple

Soit f(x) = —§x3 +x% —4x

Etudions la concavité de la courbe représentative de.

f est deux fois dérivable sur R etona:

VXER f'(x) =-x>+2x—4 etf'(x) =-2(x—1)

Vx€]-o;1[ f'(x) >0
Vxell+oo| f'(x) <0
f'"(x) =0pour x=1

Donc la courbe est convexe dans |—oo; 1[ , concave dans |1;+o[ et présente un point

d’inflexion au point A(1; — %).

SEQUENCE 22

Branches paraboliques

Objectif

Déterminer les branches infinies d’'une courbe.

Branches parabolique de direction asymptotique I'axe des ordonnées
Activité 1

x3+4
x-1

On donne f(x) =

1) Etudier la variation de f

I 5 Pinfini.

x 1

2) Calculer lalimite de

3) Construire la courbe de f.

On dit que la courbe représentative de f présente en < = E A
+oo(mais aussi en — ©) une branche parabolique de -




direction asymptotique I'axe des ordonnées c’est-a-dire 'allure de la courbe f pour les
grandes valeurs de x étant celle d’'une parabole d’axe paralléle a 'axe des ordonnées.

Branche parabolique de direction asymptotique a la droite d’équation y = ax (a € R)

Activité 2
Soit f:]2;+oo[ — R

x2
X |—
x—2

1) Etudier la variation de f
2) Déterminer la limite a I'infini de @ .On désigne par a cette limite.

3) Construire la courbe de f
4) Déterminer lalimite a I'in fini de f(x) — ax
3 4

N
n

On dit que la courbe représentative de f admet en +o une branche parabolique de
direction asymptotique la droite d’équationy = ax (a étant le réel trouvé dans la question

2)a).
Cela signifie que l'allure de la courbe de f pour les grandes valeurs de x étant celle d’'une
parabole d’axe la droite d’équation y = ax.

Remarque

Tout ce qui précede est valable pour I'étude en —oo.




SEQUENCE 23

Plan d’étude d’une fonction

Objectif

Etudier, en suivant un plan donné, une fonction

L’étude d'une fonction se fait généralement selon un plan. Le but final étant de
représenter graphiquement la courbe représentative de la fonction de la maniere la plus
précise possible .Le plan est généralement muni d'un repére orthonormé (sauf mention
contraire) et les unités des axes du repére sont données selon le type de fonction a
étudier.

Nous adoptons le plan suivant :

1. Ensemble de définition-ensemble d’étude.
Continuité -dérivabilité

Variations

Limites aux bornes de ’ensemble d’étude
Tableau de variation

. Branches paraboliques

7. Représentation graphique

oUW

A ce niveau, on trace le repére (0,,j) puis on place les points remarquables figurant dans
le tableau de variation auxquels on peut adjoindre par exemple les intersections de la
courbe avec les axes des coordonnées.

En tout point extrémal ou la fonction f’ s’annule en changeant de signe on précisera les
tangentes horizontales puis on trace les éventuelles asymptotes.

N.B : n’oubliez pas de faire I'esquisse de la courbe dans un brouillon afin d’avoir une idée
sur I'allure de la courbe ainsi qu'un éventuel élément de symétrie ou de point d’inflexion.

SEQUENCE 24

Exemple d’étude d'une fonction polynéme
Objectif
Etudier une fonction polynéme
Exemple
Etudions la fonction f:x = 2x* —3x% +2x—1
e Df=R
e f est continue et dérivable sur R car c’est une fonction polynéme.
e VXERf(x)=8x>—-6x+2=2(x+1)4x*—-4x+1)
donc f'(x) = 2(x + 1)(2x — 1)?
f' estdonc du signede x + 1




DoncV x € |—o0; —1[, f'(x) < 0 et f est strictement décroissante dans |—oo; —1],

V x € |-1; +oof, f/(x) > 0 et f est strictement croissante dans | —1; +oo|
1
f'(x) =0pourx=—-1oux =3

o lim,,_, f(x)= x'i‘_“m(z"4) = 400 et lim,_ ., f(x) = xl—i>lPoo(zx4) =400 d'ou le

tableau de variation.

z — 00 -1 +o0
f'(z) - 0 +
@ |72 A

\““% 1

e Les limites de f en + oo et en — o nous autorisent a faire I'étude des branches
paraboliques

2
- En-—oo limxa—w@ = limx%—m(%) =—®

2
- En+4o limx_)+m@ = limx—>+00(%) = +oo

Donc la courbe de f admet en —co et en + o une branche parabolique de
direction I'axe des ordonnées.

e f'(x) =8x3 — 6x + 2 donc f'(x) est continue et dérivable sur R et
VXE R f'(x) =24x* -6 =6(2x — 1)(2x + 1).

1 1 .
f'"" s’annule en ; et en —- tout en changeant de signe donc la courbe de f admet

. N . . s 1 1
deux points d’inflexion aux points d’abssices Set —=.
. 1 7
Par ailleurs V x € ]—00; _E[ U ]E; +00[,f” >0
11 [, 11
etVxe ]_E;E[ ,f'" < 0 donc la courbe est convexe dans ]—00; _E[ U ]5; +00[ et

11
concave dans =33

e Courbe




SEQUENCE 25

Exemple d’étude d’une fonction rationnelle

Objectif

Etudier une fonction rationnelle

Exemple

+x2+2x-3

Etudions la fonction numérique d’une variable définie par: f(x) = 3

« Dy =R\ {-V3;V3}
e f est continue et dérivable sur son domaine de définition

o Vxe R\(-V5V3) f/(y = BBl roes

Mais on remarque que —1 et 1 sont des racines du polynome x* — 7x2 + 6 d’ou

V€ R\ (33} 5 () = i) - ey

D’ou le tableau de signe de variation suivant :

16 + 3 +00 9 00

LIS IN N/

o0

N

e lim,,_,f(x) =1lim (x) = —o0;lim,_ ., f(x) = li!P (x) = 4+x;
X—>—00 X—+00
li = —oo; li =+4o0; li = —oo; li =+
Jm f(x) =—oo . :%>(x) © qu_n\/1§<f (x) = —o0 im >(X) oo
e Les limites de f en + o et — o suggerent que nous pouvons étudier les branches
paraboliques de f.

Etudeen —oo :

] . fx . x3+x?-2x-3
On a: lim,_ - - lim,_ i3 1 et
x3+x2-2x-3-x3-3x _
x%2-3 -

1

lim,_,[f(x) —x] =lim,_

la droite (D) d’équation y = x + 1 est asymptote a la courbe (Cy) de f en +co.

De méme, I’ étude en —oo nous amene a la conclusion que la droite (D) d’équation

¥y = x + 1 estasymptotea (Cy) de en —o.

Par ailleurs les limites de fen /3 et — /3 suggérent que les droites d’équation
x = /3 et x = —/3 sont des asymptotes 2 (Cp).

Etudions la position de (Cy) par rapport a I'asymptote (D) :




Ona:[f(x) —(x+1)] = xzx_s‘v’x € R\ {-V3;V3},
Du signe de —x(x? — 3) pour x # —/3etx 3
Vx € |—oo; —V3[U]0;V3[,f(x) — (x+1) <0
Vx€|-V3;0[U|V3;+oo[, f(x) — (x+1) =0

Donc (€y) est en dessous de (D) dans |—o0; —V3[ et |0; V3]
(Cs) estau dessus de (D) dans|—V3;0[ et |V3;+oo|

Une esquisse de la courbe dans le brouillon montre que le point A(0,1) semble etre
centre de symétrie de (Cy).

+x2+2x-3

En effet dans le repere (o,,]), (Cy) est d’équation e

PosonsX =xetY =y +1soitx=Xety=Y -1

AlorsY —1="""1"" o ¥V =X +

x3+x2+2Xx-3 X
-3

L’équation de (Cy) dans le repere (4, ,j)estY =X+ XZX qui est celle d’'une fonction

-3
impaire donc 4 est bien centre de symétrie de (Cy).

I L L

\
\
\
N
\
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A
(NN
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SEQUENCE 26

Exemple d’étude d’'une fonction irrationnelle
Objectif

Etudier une fonction irrationnelle

Exemple

Etudions la fonction f:x » V—x2 + 3x + 4

Le polyndme —x? + 3x + 4 admet —1 et 4 comme racine doncD; = [—1; 4]
fest continue sur son domaine de définition mais dérivable sur |—1; 4[

’ _ —2x+3
vxel]-1;4f (x) = P e donc

VxE€ ]—1;%],f’(x) >0etVxe [%;4[ () <0
fn’est pas dérivable en —1 et en % (f' n’est pas définie en ces deux nombres) mais

. ot 3 . .
sa courbe admet aux points d’abcisses —1 et - deux demi-tangentes verticales.

On a pas besoin ici de chercher les limites de f car aux bornes du domaine de
définiton il suffit de calculer f(—1)et f(4)

b
f ' éﬁx} * 1} -
g 8,
flz) |2 f3
@wwﬂ .

L’allure de la courbe suggere que la droite d’équation x = ; estaxe de symétrie de

la courbe de f.

3 f 25 3
EneffethEl)f,f(E+h): —h? +T=f(5_h)'

6

5

(MY

4




SEQUENCE 27

Exemple d’étude d’'une fonction trigonométrique

Objectif

Etudier une fonction trigonométrique

Exemple

Etudions la fonction : f(x) = 2 sinx + sin2x

Df=R

f(x +2m) = 2sin(x + 2m) + sin(2x + 4mw) = 2 sinx + sin 2x donc f est
périodique de période 2, on peut I'étudier dans l'intervalle [—m; 7]

Vxe R —x€R et f(—x) = 2sin(—x) + sin(—2x) = —f(x) donc f est impaire,
on peut finalement I'étudier dans [0; |

On déduira la courbe dans [—; 0] par la symétrie de centre O puis la courbe dans
chaque intervalle de largeur 2mpar la translation du vecteur 27t
Vx€e[0;m],f'(x) =2cosx+2cos2x =2cos’x+cosx—1=(cosx+
1)(2cosx—1)

= 2(cosx + 1)(cosx — %)
f' est du signe de cos x — % dans [0; 7]

VxE€E [0; g] Jf'(x)=0etVxe E;n],f’(x) < 0 d’ou le tableau de variation :

0 il
b 4 w
‘55@ " s _

f(=) 0
flz) |2 (=

ﬁw igé

MMM T~
"




(Cy)

N

-10 -5

w39
(3,
N
=]

COMPETENCES DE BASE 2

EQUATIONS LINEAIRES

SEQUENCE 28

Objectif

Donner une présentation matricielle d'un systéme d’équations linéaires
Présentation d’'un systéme d’équations linéaires dans R*(n € N et n > 2)

Présentation classique d’un systéme

Un systéme de n équations linéaires a p inconnues (1 < n < p) est un systeme du type
A11X1 + Qg% + -+ X, = by
Az1X1 + QX + - + AppXp = by

()] :

Ap1X1 + QpaXy + 0+ Xy = by

Oules aq4,azy, .. ayp d'une part etles by, b, ... b, d’autre part sont donnés.La solution du

systeme (), si elle existe, est le n-uplets (x4, X3, ... Xp).

Définition
Le systéme (X) est dit homogéne lorsque les coefficients b, b, ... b,, sont tous nuls.

Définition

Un systéme homogéne est toujours compatible si et seulement si I'ensemble solution est
non vide.




Remarque
Un systeme homogéne est toujours compatible car le n-uplet (0, ..., 0) en est toujours
solution.

Présentation matricielle d'un systéme

Exemple

a11X1 + a12x2 = by
az1X1 + Az2X2 = by
Cest un systéme d’équations linéaires dans RZ.

aj;; Qap
az; Qz;

Considérons le systéme (X) {

X b
) , X la matrice (x;) etBla matrice<b1>.
2

Alors le systéme (X) est équivalent a AX = B ou A, X et B sont les matrices définies ci-
dessus.

Notons 4 la matrice (

Exemple
x+y—-z+1=0
le systéme{ —x+y+ 2z =2 estéquivalent a 'équation
x+2y+z=1

11-1 x -1
AX=B 01‘1A=<—1 1 2>,X<y) etB = ( 2 )
121 z 1
Proposition
Les transformations suivantes changent tout systéme en un systéme équivalent :
1. Echanger deux lignes

2. Multiplier une ligne par un méme réel non nul
3. Ajouter une ligne a une autre ligne.

SEQUENCE 29
Objectif
Résoudre les systemes d’équations linéaires par la méthode de Cramer

Résolution des systémes d’équations linaires par la méthode Cramer

Méthode
S : AX=B estun systeme de néquations a n inconnues

Sidet (A) # 0 alors le systéme a une solution unique

X, = det(41) _ det(42)
17 geta) '™ 2 7 deta

de A par les éléments de la matrice B.

avec A; la matrice obténue en remplagantla j ieme colonne

2x—-y—3z=6
Exemple : Résolvons le systéeme (g): {x + 3y + 4z = 10
3x—-2y—z=2




2—-1-3
La matrice A du systéme (&) est A=< 134 )

3—-2-1
Le déterminant du systéme (¢) est:

2—-1-3
134
3—-2-1
3(-2-9)D=30

4

D= 1

=2| 3 |+t A |- =2 v - 12) -

Le déterminant étant non nul, le systéme admet un unique triplet (x, y, z) solution avec :

_ Dx _ Dy _ Dz

x=—, =3 et z=-

Calculons
-6-1-3 2—-6-3 2—-1-6

D,| 103 4 |=30; Dy=|11104|=30 et Dz=|13 10 | =90
2-2-1 32-1 3-22

d’otiI'ensemble solutionest: s = {(1; —1;3)}

SEQUENCE 30

Objectif

Résoudre les systémes d’équations linéaires par la méthode du pivot de Gauss
Résolution par la méthode du pivot de Gauss

Cette méthode est analogue a celle par les matrices car il est question d’avoir a la fin une
matrice triangulaire A multiplié par X qui donne B.

Description de la méthode

La méthode consiste a utiliser des opérations élémentaires pour obtenir des systémes
équivalents.

1ére étape

¢ Ilyaaumoins une ligne L, dans laquelle le coefficient de x; n’est pas nul, alors on
la place en 1¢religne : Ly <= L.

e ATlaide des opérations élémentaires L; < aL; + AL, aveca # 0 eti > 1,0n
élimine x; dans toutes les équations, sauf dans la premiére.

2¢me étape

e Parmiles équations ou ne figure plus x , il y’'a au moins une ligne L, dans laquelle
le coefficient de x, n’est pas nul, alors on fait L, <> L.

e Alaide des opérations élémentaires L; <= alL; + AL, aveca # 0 et i > 2, on
élimine x, dans toutes les équations sauf dans les deux premiéres




3éme étape

Cet algorithme est arrété lorsque I'on peut résoudre facilement une équation a une
inconnue.

Exemples

1) Résolvons par la méthode du pivot de Gauss le systéme :
2x—y—z—t=1
x—3y+z+t=-2
x+y—-2z+4t=4
XxX—y+z—2t=-8
On remarque qu'il est avantageux de mettre laligne L, ou L3 en 1¢¢ligne car
leurs coefficients est 1 et il serait facile de faire les combinaisons.

1ére étape :
Li <~ L,,ona:

x—3y+z+t=-2
2x—-y—z—-t=-1
XxX+y—2z+4t=4
x—y+z—2t=-8

() < (Z9):

Eliminons x dans les trois derniéres équations en combinant L, avec ces trois derniéres
équationst — LZ - 2L1;L3 — L3 —Ll;L4 — L4 —L1 .

On obtient:
x—3ytz+t=-2
5y-3z-3t=3
E) = E2 4y _3,13t=6
2y —3t=-6
2¢me étape :

On peut changer I'ordre des inconnues x, z, y, t car z ne figure pas dans L,.

Xx+z—-3y+t=-2
—-3z+5y—-3t=3
(Z2) = @3y 3,14y 43t=6
2y—3t=-6
En faisant Lz «— L3 — L, ,ona:
x+y—-3y+t=-2
—-3z+5y—-3t=3

-y+6t=3
2y—3t=-6

(Z3) & (Zy):




3éme étape
En faisant Ly, «— L, + 2L3 ,ona:

x+z—-3y+t=-2
—-3z+5y—-3t=3

() = (@) T
9t =10
On obtient dans un systéme triangulaire qui admet pour solutiony = -3 ;z = —6 et
t=0
5§ ={(-5;-3,-6;0)}
Exercice

Résoudre par la méthode du pivot de Gauss les systémes suivants :

2x+3y—-2z=a
(1):{x—2y+32=b
4x—-y+4z=c

Oua, b et c sont de réels donnés et (1) est d’inconnues (x,y, z)

a—2b+2c—-2d+e=1
(2):{ 2a—b+c—d—e=2
a—b+2c—d+e=4

(2) estd’'inconnues (a, b, c,d,e)

SEQUENCE 31

Objectif

Résoudre des systémes d’équations linéaires par inversion de matrice
Résolution d'un systeme par inversion de matrices

Nous avons vu déja comment on calcule le déterminant par I'inverse d’'une matrice.
Utilisons donc I'inverse d’'une matrice pour résoudre une équation du type :

a;; Az Qi3 X1 b,y
AX =BavecA=|Qz1 Q2 Q3| ,X=(X2]|etB=|Db,
az; Qaszz; dass X3 b3

La propriété des matrices permet d’écrire : siA est inversible (c’est-a-dire det A + 0)
alors:

AX=B <= A 1AX=A4"'B
=X=A1B




Propriété
SoitAX + B = 0 un systéme d’équations linéaires dansR"(n € N,n > 2)

- Sidet(A) # 0 alors le systéme admet l'unique solution qui est le n-uplets
(x1, X3, ..., X)) de matriceX = A~1B.

- Sidet(A) = 0, ou bien le systéme admet une infinité de solutions, ou bien
n’admet aucune solution.

Exemple

Résolvons en fonction du réel t le systéme suivant :

x+y=1
(5)'{x +tty=t
i ) . _11 1) _ .2
Le déterminant du systéme (S) est: D = | 1 2= t- -1

e Sit+#1ett+ —1,lesysteme (5) admet un unique couple (x, y) solution.
Si nous posons 4 = |1 1| X = (x) etB = (1) la solution est:
1 2l y t/

X:A-lB:;(tZ —1)(1): E

?2-1\—1 1 t
t+1
t 1
s={Gan)
ce \ oo fXTY =1
e Sit=1,lesystéme s’écrit: {x +y=1
Donc tout couple (x, y)tel que x +y = 1 estsolution. S = {(x; 1 — x)x € R}
H — by )2z . x + y = 1
e Sit = —1,lesystéme s’écrit: {x +y=-1

Les deux équations sont incompatibles, I'’ensemble solution est S = @
Remarque

ATlordre 2 ou 3 ,la résolution par I'inversion des matrices et de Cramer s’averent moins
laborieux mais au dela, il faut faire attention aux calculs.

Exercice

Résoudre par la méthode de Cramer puis par inversion des matrices le systéme suivant :
x+y+7z=-1
(51):{2x—y+5z=-5
—x—3y—9z=-5




SEQUENCE 32

Objectif

Interpréter géométriquement un systéme d’équations linéaire dans R3
Interprétation géométrique du systéme linéaire dans R3

Dans I'espace (0xyz), une équation de plan est de la forme
ax + by + cz = d(avec a, b et c non tous nuls)

L’intersection de deux plans dans I’espace correspond au systéme suivant de deux
équations a trois inconnues :
{ ax+by+cz=d
ax+by+cz=d
Trois cas se présentent alors :
¢ Les plans sont paralléles et (distincts) et le systeme n’admet aucune solution.

¢ Les plans sont confondus et le systeme admet une infinité de solutions
¢ Les plans se coupent en une droite et le systéme admet une solution.

Exemples

2x+3y—4z=7
4x+6y—8z=-1
2x+3y—4z=7

2x+3y—4z=—%

1) Le systéme { n’admet pas de solution car le systéme est

équivalenta: {

Mais les deux équations sont incompatibles donc § = @.
Les plans déterminés par les deux équations sont strictement paralléles et
distincts.
2x+3y—4z=7
4x+ 6y —8z =14
Les deux équations définissent le méme plan d’équation 2x + 3y — 4z = 7.En

2) Soitle systéme {

o 1 3 7 . .
écrivant z =-x +_y —, le systéme aura donc pour solution

5= ((xnterdy-D) v en)

7x+2y—-2z=1

3) Soitle systeme {Zx +3y+2z=1

7 1
7x+2y—2z=1 z=x+ty—3

Par substitution
2x+3y+2z=1 2x+3y+2(%x+y—%)=1




7 1 Z:—x+y__
PN Z=Ex+y—i(:) 2 2
9x +5y =2 _'y_—gx+E
5 5
v, 1
PN 2= 1o
9,42
Yy=735%XT3%
Posons x = 4 un réel quelconque.
x=4
=-22+42
Ona:{Y = 75 5 qui est la représentation paramétrique d’une droite (D).
17 1
AT

Géométriquement les plans (P,)et (P,) d’équations respectives 7x + 2y — 2z =
1et2x+ 3y + 2z = 1 se coupent en une droite (D) de représentation
x=42

9, 2
paramétrique{Y = ~ sAt5 2eRr

D)4

Le premier cas est celui dont les deux équations représentent le méme plan.
L’ensemble solution est ce plan.

Dans le deuxiéme cas les plans sont paralléles et leur intersection est vide.
Dans le troisiéme cas, I'intersection des deux plans est une droite.

ARITHMETIQUE
SEQUENCE 33

Ensemble N
Objectif

Faire ’addition et la multiplication dans les ensembles N et Z
Axiomes fondamentaux de N

A : Toute partie non vide deN admet un plus petit élément

A, : Toute partie non vide et majorée deN admet un plus grand élément




A, : Toute suite d’entiers naturels strictement décroissants est finie.

Ensemble Z

Z estI'ensemble des entiers relatifs :

Opérations dans Z

Addition dans Z

Théoréme

(Z,+) estun groupe commutatif (ou abélien).

Propriété d’égalité

Théoréme

Pour tous entiers relatifsa,b et c,ona:a+b=a+c= b =c.

Multiplication dans Z

Théoréme

Pour tous entiers relatifsa,b et c, ona :

(1): ax b € :lamultiplication est une loi de composition interne dans'ZL.

(2) : la multiplication est commutative dans7. car,a X b = b X a pourtousa,b € 7.

(3) : Ia multiplication est associative dansZ car:(a X b) xc = a X (b X c).

(4) : I'entier relatif 1 est I'élément neutre pour la loi X dans’Z :
VaeZ,ax1=1Xxa=a.

(5) : la multiplication est distributive par rapport a I'addition dans'Z :

ax(b+ c)=((@axb)+ (axc).

Autres propriétés de la multiplication dans Z
Théoréme

Pour tous entiers relatifsa,b et ¢, ona :
1):bx0=0
(2):ab=0=a=0oub=0.

Ordre dans Z

Soit a, b deux entiers relatifs, posons b = a + b + (—a) et définissons dans Z une
relation notée < par: pour tous entiers relatifset b, (a < b < b —a € N).

Théoreme 1




La relation < dans’Z est une relation d’ordre total.

Théoréme 2

Soita,b €7 :

(D:Vc€Zona:a<bsa+c<b+c

(2):VceN,ona:a<h < ac < bc.

Théoréme 3

Toute partie bornée non vide de’Z. admet un plus petit et un plus grand élément.
Théoréme 4

L’ensembleZ. est archimédien c’est-a-dire soienta et b deux entiers relatifs tels que
b # 0, il existe un entier relatifn tel que nb> a

SEQUENCE 34
Division euclidienne dans Z
Objectifs

- Effectuer la division euclidienne dans Z
- Ecrire un nombre dans une base donnée

Théoréme

Soienta et b deux entiers relatifs tels queb + 0.

1l existe un unique couple (q,1) € Z X N telque :a = bq +r et 0 < |b|.

Le nombre q est le quotient de la division enclidienne de a parb etr en est le reste.
Effectuer une division euclidienne, c’est déterminer son quotient et son reste.
Numération

Base de numération

Théoréme

Soitp un entier naturel supérieur a 2.

Tout entier naturel x peut s’écrire de fagon unique : x = Y3, a,p* ou les coefficients
0<a,<paveca, #0six+0etn=0six=0.

La suiteay, a4, a,, ...a, estappelée développement dex en basep etl’on écrit :

— P
X=0a,a,_1, .., a2’a1’ ao,
Ecriture en base 2 : systéme binaire

L’écriture de tout nombre dans le systéme binaire n’utilise que les chiffres 0 et 1.

Ainsi, le nombre 110010112est un nombre écrit dans le systéme binaire .




On peut le convertir dans le systeme décimal.

Onaalors 11001011%2 = 1.27 + 1.26 + 0.25 + 0.2* + 1.23 + 0.22 + 1.21 + 1.20 =
203.

Donc le nombre 110010112 = 203 en base 10.

On peut convertir un nombre écrit en base 10 dans un systéme a base 2. Pour cela, on
procéde par des divisions euclidiennes successives.

Systeme hexadécimal (a base 16)

Ce systéme de numérotation est utilisé dans la programmation et utilise des codes a 16
signes. Dans ce systéme, I'ensemble des chiffres utilisés est :
{0,1,2,3,4,5,6,7,8,9,A,B,C, D, E, F} ou les chiffres A, B, C, D, E et F représentent
respectivement les nombres 10, 11,12, 13, 14 et 15.

SEQUENCE 35

Multiples d’un entier relatif

Objectif

Déterminer les multiples d'un entier relatif

Définition

Soita etb deux entiers relatifs.

a est un multiple de b s’il existe un entier relatiff tel quea = b#.

Théoréme 1

a etb sont deux entiers relatifs tels que b non nul.

a est multiple de b si et seulement si le reste de la division euclidienne dea parb est0.
Théoréme 2

Soita, b etn trois entiers relatifs.

Sia etb sont multiples den alors, pour tous entiersu etv, au + bv est multiple den.
Ensemble des multiples d'un entier relatif

Définition

Soitn € 7. On appelle ensemble des multiples den, I'ensemble constitué des
nombres {...,n(-3),n(-2),n(-1),nx0,nx1,nx2,nx3,..}L

Ces nombres sont de la forme n# ou £ € Z.

On note cet ensemble nZ.

Diviseurs d’un entier relatif

Définition




Soita etb deux entiers relatifs.

On dit queb est un diviseur de a (oub divise a) sia est multiple deb.
b divise a se noteb|a

Vocabulaire

Soitn un entier. Tous les diviseurs den autres que —m, —1, 1 etn sont appelés diviseurs
propres den.

SEQUENCE 36

Ensemble des diviseurs d’un entier relatif

Objectif

Déterminer les diviseurs d'un entier relatif et utiliser les congruence dans Z
Notation

Soita un entier relatif

On noteD(a) I'ensemble des diviseurs de l'entier relatifa.

Sia etb sont deux entiers relatifs, D(a, b) est l'ensemble des diviseurs communs da etb.
D(a,b) = D(a) N D(b)

Théoréme

Soita, b etq trois entiers relatifs.

On a alorsD(a,b) = D(b,a — bq).

Congruence dans Z

Définition

Soitn un entier naturel non nul.

On dita etb sont congrus modulon si, et seulement si,a etb ont méme reste dans la
division euclidienne parn.

Onnote:a = b(n) oua = b (modulon) oua = b[n).
Théoréeme
Soient a etb deux entiers relatifs etn un entier naturel.

a etb ont méme reste dans la division euclidienne par n si et seulementsia — b est
divisible parn.

Corollaire :
a etb sont congrus modulon si, et seulement s, a — b est divisible parn. On écrit :
a=b(n) © nla—»b.

Propriétés de la congruence




P, :a estdjivisible parn < a = 0(n).
P, :n=0(n).
P3 ra = a(n). On dit que la relation de congruence est reflexive.

P, :Sia = b(n) etsib = c(n), alorsa = c(n). On dit que la relation de congruence est
transitive.

Ps :Sia = b(n) alors b = a(n), La relation de congruence est dite symétrique.

Py :Sia=a'(n) et b=b'(n) alorsa+ b = a' + b’'(n). On dit que la relation de
congruence est compatible avec I'addition.

P, :Sia=a'(n) et b =b'(n) alorsa X b = a’' X b’'(n). La relation de congruence est
compatible avec la multiplication dans’Z.

Pg :Sia = b(n) etsi p € N alorsaP = bP (n).

SEQUENCE 37

Criteres de divisibilité

Objectif

Utiliser les critéres de divisibilité

Divisibilité par 2

Propriété

Un nombre est divisible par 2 si et seulement si son chiffre des unités est divisible par 2.
Divisibilité par 5

Propriété

Un nombre est divisible par 5 si et seulement s’il se termine par 0 ou par 5.
Divisibilité par 4

Propriété

Un nombre est divisible par 4 si et seulement si, le nombre formé par les chiffres des
dizaines et celui des unités est divisible par 4.

Divisibilité par 3

Propriété

Un nombre est divisible par 3 si la somme des chiffres qui le composent est divisible par3.
Divisibilité par 9

Propriété

Un nombre est divisible par 9 si la somme des chiffres qui le composent est divisible par 9.




Divisibilité par 11

Propriété
Un nombre est divisible par 11 si la somme alternée de ses des chiffres est divisible par
11.

SEQUENCE 38
Nombres premiers
Objectifs

- Définir un nombre premier
- Décomposer un nombre entier en un produit de facteurs premiers

Définition

Un nombre premierp estun entier naturel qui posséde exactement deux diviseurs
positifs :1 etp.

Théoréme

Tout entiern > 2 admet au moins un diviseur premier.

Théoréme

1l existe une infinité de nombres premiers.

Théoreme

Soitn un entier naturel supérieur ou égal a 2.

Sin n’est pas premier, alors il admet au moins un diviseurd tel que:1 < d* < n.
Nombres premiers et divisibilité

Théoréme

Soitp un nombre premier et a un entier relatif.

Sia n’est pas divisible parp alors a etp sont premiers entre eux.
Décompositions en produit de facteurs premiers

Théoreme fondamental

Soita un entier naturel tel quea > 2.

1l existe un entier naturel non nuln, n nombres premiers distinctsp, Pz,... Pn €N
entiers naturels non nuls a4, a, .., a, tels que .a = p1al X p,a® X ... x p,a™ et p; <
P2 < < Pa.

De plus, cette décomposition est unique.




Division d’un entier

Théoréeme

Soita un nombre supérieur ou égal a 2 dont la décomposition en facteurs premiers est :
n = pialxp,a’x..xp,a™.

Alors tout diviseurd den a pour décomposition :

d =pBixp,B*x ... xp ™ avecO < B; < a;, Vi € {1,2,...,m}.

Le nombre de diviseurs @ (n) estalors :

om) =(a;+D(a, +1)...(a,, + 1)..

SEQUENCE 39
Objectif

- Déterminer le PGCD et le PPCM des entiers
PGCD et PPCM d’entiers relatifs
Plus Petit Commun Multiple (PPCM) d’entiers relatifs
Définition
Soita etb deux entiers relatifs non nuls.

Le plus petit commun multiple de a etb, noté PPCM(a, b) est le plus petit élément positif
deaZ N bZ.

PPCM{(a, b) se note aussiaV b.

On emploie la décomposition en produit de facteurs premiers pour déterminer le PPCM
de deux nombresa etb.

Ainsi, le PPCM de a etb est égal au produit de tous les facteurs premiers dea etb pris
avec I'exposant le plus grand apparaissant dans les deux décompositions.

Théoréme

Soita etb deux entiers naturels non nuls et u leur PPCM.
Ona:aZ N bZ = ul.

Théoreme de la multiplication du PPCM

Soita, b et trois entiers naturels non nuls.
Ona:PPCM(ta, #b) = . PPCM(a, b)

Plus Grand Commun Diviseur (PGCD) d’entiers relatifs

Définition du PGCD




Soita etb deux entiers relatifs non nuls.

On appelle plus grand commun diviseur dea et b, noté PGCD(a, b) le plus grand élément
deD(a, b) sachant queD(a, b) estl'ensemble des diviseurs de a etb.

Propriétés de PGCD.

Théoréme

Soita etb deux entiers relatifs non nuls eto leur PGCD.
Alors :D(a, b) = D(o).

Théoréme

Soit a, b et trois entiers naturels non nuls.

Alors : PGCD(ea, #b) = #. PGCD(a, b).

Théoréme

Soit a etb deux entiers relatifs non tous nuls eto leur PGCD.
Les nombres de la forme au+bv (avecu € Z et v € 7) sont les multiples deo.
Corollaire

Soit a etb deux entiers relatifs non tous nuls eto leur PGCD.
1l existe deux entiers relatifsu etv tels que :0 = au + bv.
L’utilisation de ce corollaire est pratique pour la résolution de certaines équations dans
Z2.

Algorithme d’Euclide

Lemme d’Euclide

Soita, b etq, trois entiers relatifs non nuls.

On a: PGCDa,b) = PGCD(b,a — bq).

Théoréeme

Soita et b, deux entiers naturels non nuls.

Lorsqueb ne divise pas a, le PGCD de a etb est le dernier reste non nul obtenu par
l'algorithme d’Euclide.

SEQUENCE 40

Nombres premiers entre eux

Objectif

Déterminer les nombres premiers entre eux

Définition

On dit que deux nombres entiers naturels sont premiers entre eux lorsque leur PGCD est
égala 1.

Propriétés fondamentales




Théoreme de Bezout-Bachet
Soita etb deux entiers relatifs.

a etb sont premiers entre eux si et seulement si il existe deux entiers relatifsu etv tels
que:rau+bv=1.

Corollaire
Soita, b etc trois entiers relatifs non nuls.
Sia est premieravech etc, alors a est premier avecbc.

Théoreme de Gauss
Soita, b etc trois entiers relatifs non nuls.
Sia divisebc et sia etb sont premiers entre eux, alors a divisec.

Corollaire

Soita, b etc trois entiers relatifs non nuls.

(1) Sia etb divisentc et sia etb sont premiers entre eux, alors ab divisec.
(2) Sia etb sont premiers entre eux, alors PPCM(a, b) = |a X b|.

Relation entre PPCM et PGCD d’entiers relatifs

Théoréme

Soita etb deux entiers naturels non nuls, o leur PGCD etu leur PPCM,
Ona:op = ab.

SEQUENCE 41

Equations diophantiennes

Objectif

Résoudre les équations diophantiennes

Définition

Les équations diophantiennes du 1¢r degré a deux inconnues x et y sont les équations
du type ax + by = cou a, b et ¢ sont des entiers.

La résolution de ces types d’équations dans I'ensemble Z? s’appuie sur les propriétés
fondamentales telles que le théoréme de Bezout-Bachet, le theoteme de Gauss et les
proprétés étudiées sur les nombres premiers entre eux.

Lorsque les entiers a, b et ¢ sont relativement simples, la démarche de résolution
consistera a trouver, au préalable, une solution particuliére puis de cette solution
particuliére, en déduire les autres.




Pour les cas ou les coefficients sont relativement compliqués, il s’agira d’appliquer
I'algorithme d’Euclide afin d’en déterminer une solution particuliere avant la finalisation
de la résolution.

Méthode de résolution des équations diophantiennes

Dans le cas ou on doit résoudre une équation diophantienne ax + by = c ou les
coefficients a et b sont relativement « grands », la démarche a adopter consistera :

- Calculer le PGCD(a, b) afin de s’assurer si les entiers a et b sont premiers entre eux ;

Dans le cas ou PGCD(a, b) = 1, on cherche une solution particuliere de I'équation
au + bv = 1, en s’appuyant du théoréme de Bezout et en prenant en compte les

résultats des divisions effectuées en point 1 pour s’assurer du fait que a et b sont
premiers entre eux ;

A partir de la solution particuliére obtenue en deuxiéme point, on multiplie membre a
membre I'égalité auy+bvy = 1 par c et on obtient acuy+bcvy = c.

Les entiers xo = cugy et yg = cvgy sont les composantes de la solution particuliére de
’équation initiale ax + by = c.

Lemme de Fermat
Soit p un entier premier, pour tout entier a non divisible par p ;

a?~! = 1[p]




LES NOMBRES COMPLEXES
SEQUENCE 42

Notation et forme algébrique d’'un nombre complexe

Objectif

Définir un nombre complexe, donner sa forme algébrique et construire ’ensemble C
Définition 1

On appelle ensemble des nombres complexes, I'ensemble des nombres pouvant s’écrire
sous la forme z = x+iy avec (x, y)€ R? et i® = —1.

— L%criturex + iy, avec x et y réels, est appelée la forme (ou I'écriture) algébrique dez.
— Leréel x est appelé la partie réelle dez et on note x = Re(z).

— Leréely estappelé la partie imaginaire dez et on notey = Jm(z).

Notation

L’ensemble des nombres complexes se note C.
Définition 2

Soit z un nombre complexe de la forme a+ib.

Si a = 0, le nombre complexe est dit imaginaire pur.

Si b=0, le nombre complexe est dit réel.

Remarque

Un complexe est nul lorsque sa partie réelle et sa parie imaginaire sont toutes nulles.
z=0< Re(z) =0etJm(z) =0.

Propriété

Soitz etz’deux nombres complexes telsquez = x + iyetz' = x' +iy' avecx x',y
ety' réels.

z=7 ox=xety=y'.




SEQUENCE 43

Représentation graphique des nombres complexes
Objectif
Représenter dans un plan orthonormal (0, U,v) un nombre complexe

Propriété axe des imaginaires purs

A tout nombre complexe z = x+iy, on L B> M(x +iy)
peut faire correspondre un point M(x,
y) dans le plan orthonormal (0, U, V).

<

Réciproquementa tout point M(x, y)
d’un plan muni d’un repére
orthonormal(0, 4,V ),on peut associer
un nombre complexe z = x+1y.

1

x axe des réels

Définition
Le plan est muni d’un repére orthonormal (0, U,v).
— Soitz =x + iy, avec x et y réels ,un nombre complexe.

L’unique point M du plan dont les coordonnées dans le repére (0,4,v) sont (x;y) est
appelé l'image dez et on note M(z) ouzy = x + iy

Soit M un point de coordonnées (x; y) dans le repére (0, u,v). Le nombrez = x + iy est
appelé l'affixe du point M

Le plan ainsi muni du repére orthonormal est appelé plan complexe

SEQUENCE 44

Opérations dans I’ensemble C et interprétation géométrique

Objectif

Faire des opérations dans I'ensemble C et les interpréter géométriquement
Théoréme

soient z etz', deux nombres complexes, M et M’ deux points du plan complexe images
respectives dez etz', soit S un point du plan complexe.

Le point S a pour affixez +z' si et eulement si0S = OM + OM'.

Soitz et z' deux nombres complexes et M et M’ les deux points du plan complexe d’affixes
respectivesz et z'.

La différencez’ — z estl'affixe du vecteur MM'.




ZMM / =ZW - ZW
Propriété (Affixe d’un point milieu d’un segment)

Soitz, et zy les affixes respectives des points A et B. L affixe du point [, milieu du

_Zs +zp

segment[AB] est z; = >

Laffixe de centre de gravité G du triangle ABC est :

_Za +zg+zc
Zg ——3

Opérations sur les complexes
Propriétés
Soient z et z' deux nombres complexes définis par :
z=x+iyetz’=x"+iy".
1- z+Z'=(x+x)+IiV+y);
> zz'=(xx"— yy) +i(xy’ +xy)
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Conjugué d’'un nombre complexe

Objectif
Déterminer le conjugué d’'un nombre complexe et en faire usage

Définition

Soit z un nombre complexe défini par :

z =x+iy.

Le nombre conjugué de z, notéz, est le complexe x—iy.

Onnote:Zz=x+1y = x — iy.

Conséquence

Dans le plan complexe, les points M (z) et M’(Z) sont symétriques par rapport a 'axe des

abscisses.

y M(z)

M2 cu M(z)

Propriété

Pour tout nombre complexez = x + iy avecx et y réels, zz=x* + y*?

Propriété
Pour tout nombre complexez :

- z+Zz=2Re(z) etz —z =2i Jm(z).




— Zz réel si etseulementsiz = Z.

— Z Imaginaire pure si et seulement siz = —Z.
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Inverse et module d'un nombre complexe
Objectifs
- Calculer I'inverse d'un nombre complexe non nul
- Donner le module d’'un nombre complexe
Propriété 1
Tout complexe non nul z admet dans C un unique inverse noté i
Propriété 2
Pour tous nombres complexesz et z':
- z+zZ=7Z+7
~ zxz' =ZxZ

):

— Siz' # 0 alors (Zi) ==

! z

- Siz# 0,alors

/N

1
z

NI =

| NI

— Siz # 0 et pour tout entier relatif n,z" = z"

Module d’'un nombre complexe

Définition et interprétation géométrique

Soitz = x + iy, avec x et y réels, un complexe.

On appelle module dez le réel positif noté |z| défini par|z| = \/x* + y?
Remarque

|z|=VzZz
Propriété

Le plan complexe est muni d’un repére orthonormé (Ow, v ).

Si M est le point d'affixe z alors |z| = OM et siw est un vecteur d'affixe z alors |z| = || W]||.

Propriétés des modules

Soit z=x+iyetz =x'+ iy deux nombres complexes avecx,x' y ety'réels.

|z =0=2z=0

|z| = |z| = |-z| = |-Z|
|z x 2'| = |z| x |2']

1|_1
zl el

- Siz#0,




— Siz # 0 et pour tout entier relatif n, |z"| = |z|"™.

Propriété
Pour tout complexe z et pour tout complexez’,

|z + z'| < |z|+|Z'| (inégalité triangulaire)
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Argument d’'un nombre complexe nombre
Objectif

Déterminer I'argument d’'un nombre complexe

Définition i
Soitz un nombre complexe non nul et
M le point d'affixez dans le plan

complexe. i

On appelle argument de z, et on note
arg(z), une mesure en radian de o
l'angle orienté de vecteurs d a

oo

(&i; OM).

Propriété (forme trigonométrique d’'un nombre complexe)

Soit z un nombre complexe non nul de forme algébriquex + iy avecx,y réelseta un
argument de z.

Une forme trigonométrique de z est : z = |z|(cosa + isina).
Propriété
Soitz un complexe non nul

Siz s’écrit sous la former(cosa + isina)ou r est un réel strictement positif et @ un réel,
alors :

|z| = r etarg(z) = a [2m].
Remarques

Pour un nombre complexe de la forme x + iy,

— 2 2 _ X _ X - Yy _ y
z|=\x c0s0 = — = —— sinf = = = \
|z|=y/x% +y2 PR e




Propriétés
Soitz et z' deux nombres complexes non nuls, on a :
— z =Zz'sietseulementsi |z'| = |z| et argz' = argz + 2km avec k entier.

- arg(zz') = arg(z) + arg(z’) + 2km avec k entier.-
- arg G) = —arg(z) + 2km avec k entier.
— Pourn entier relatif:arg(z™) = nxarg(z) + 2km avec k entier

- arg (i) =arg(z) — arg(z') + 2km avec k entier.

VAl

Propriété
Pour tous point A et B distincts, on a :
~ arg(zg—z4 = (4,4B) +

2km avec k réel.

— Pourtous points A, B, G, et D tels que
A= BetC+ D ;ona:

ZB—ZA)
ar — ) =
9 (z,,—zc

(ﬁ, Tﬁ) + 2km avec k entier.
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Formule de Moivre et forme exponentielle d'un nombre complexe
Objectifs

- Ecrire un nombre complexe sous sa forme exponentielle
- Utiliser la formule d’Euler

Propriété

Soitz un nombre complexe tel quez =cosa + isina, pour tout entier relatif n :
(cosa + isina)™ = cosna + isinna. (Formule de Moivre)

Forme exponentielle d'un complexe

Définition

Pour toutréel a, cosa + isina=e'“,

Propriété

. = !
Pour tous nombres complexes z =1 e'* et z’=1' e'* ouretr’sont des reels
strictement positifs et a eta’ sont des réels quelconques,

. P . I
- zZ=r e x r'el® =y’ el@ta),

_ l = 1 = 1 e_ia
z rea r )
— z = e = r ei(a_a,)
z eid )
Propriété

Tout complexe non nul z peut s’écrire sous la forme: z=|z| e'*.
Définition
Soit z un nombre complexe non nul.

Une écriture de z sous la formez =|z| e'* ol « est un argument de z est appelée une
forme exponentielle dez.

Propriété

Soit z un nombre complexe non nul.

Si z s’écrit sous la forme re'® ol r est un réel Strictement positif et a un réel,
Alors |z| = r et a = arg(z) + 2km ou k est un entier.

Formule d’Euler

Par addition et par soustraction membre a membre des deux égalités suivantes :

. . _ Jia
{ cosa +.ls_ma = e_ia on obtient:
cosa — isina = e




ei(x+ e—i(x . io_ e—ia
cosa = T etsina = 2

Nous venons d’obtenir la formule d’Euler.
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Equations dans C

Objectif

Résoudre des équations dans C
Equations du premier degré

La méthode de résolution des équations du premier degré avec les complexes est la méme
que celle dans R mais il faut mettre la solution sous forme algébrique.

Equations du second degré

La résolution des équations du second degré dans C se fait en fonction du discriminant
comme dans R mais ici quel que soit le signe du discriminant I’équation admet toujours de
solution.

Soit a, b et c trois réels avec a non nul et A = b* — 4ac le discriminant de l'équation
(E) :az* + bz + c.
— Si A > 0,(E) admet dansC deux solutions réelles distinctes :

_ —b—V4 _ —b+Va
z, = 2a et z, = a

— Si A = 0,(E) admet dansC une solution double :

_ b
%0 =%

— SiAd < 0,(E) admet dansC deux solutions complexes conjuguées :

7. — —b-iv-4 of 7, = —b+iV=-4

1= 2a 2= 2a
Racines n-iémes d’'un nombre complexe (n € N*)
Propriété

Soit re'® un nombre complexe non nul etn un entier naturel (n > 2).
i0 . 'y n i(2+2k—n)
re'® admet n racines n-iémes telles que :z;, = Nre"«" » ) k € {0 ;n — 1]
Les images de ces racines sont les sommets d’un polygone régulier 4 n cotés inscrit dans le
cercle de centre O et de rayon \/r.
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Similitudes planes directes

Objectif

Etudier les similitudes planes directes

Théoreme et définition

Le plan complexe est muni d’un repére orthonormé direct (0, U, v).

81l existe deux complexes a et b, avec a non nul, tels que : le point M d affixe z ait pour
image M’ d'affixe z’ par une application f et

Z' = az + b ceci équivaut a dire que f est une similitude directe.

Toute similitude directe est caractérisée par :

L , b
— son centre est le point invariant d'affixe z, = P

— son rapport qui est le module du complexe a
— etparson angle qui est un argumentde a.
Cas particuliers
Z =az+b aveca € R'ethe C

- Sia = 1 alors I'application qui, au complexe z, associe z’ est une translation de
vecteur b

- Sia = —1 alors I'application qui, au complexe z, associe z’ est une symétrie
centrale de centreg

- Sia € R* —{— 1;1} alors I'application qui, au complexe z, associe z’ est une
homothétie de centre é etderapportk = a

- Sia € C", et|a|l # 1 alorsl'application qui, au complexe z, associe z’ est une
rotation de centre zg = b_ et d’angle 6 = arg(a).

T 1-a

Compétence de Base 3

CALCULS BARYCENTRIQUES
Points pondérés

Objectifs

Définir un point pondéré et une fonction vectorielle de Leibniz 7(M )
SEQUENCE 51

Définition
— On appelle point pondéré, tout couple (A, ) oil A est un point du plan et « un nombre

réel.
On dit aussi que le point A est « affecté » du coefficient .




—  Un systéme de points pond€rés est une famille finie(A;, A;) =1, n de couples (A;, ;)
ou, tout i, A; estun pointduplan (oudel espace) etA; un réel.
Leréel Y} . A; estappelé le poids total du systéme de points pondéreés.

Fonction vectorielle de Leibniz

Définition

On consideére une famille finie de couples (A;, A;) ot les A; sont des point du plan (ou de
l'espace) et A; des réels aveci € [1;n].

On appelle fonction vectorielle de Leibniz notée? la fonction qui, a tout point M du plan
(ou de I'espace) associe le vecteur notée

fM) = ¥, A,MA,
Onnotef:P —V

M— (M) =Yi_1 A:MA,

Exemples

1) VM €P,f(M)=2MA—3 MB
2) VM € P, f{M) = MA +2MB — 5 MC

Théoréme

Ay, ..., A, étantn points du plan (ou de l'espace) et A, ... A, n réels.

La fonction vectorielle de Leibniz notée f (M) = n  A;MA, est:
— constante si le poids total du systéme (A;, A;)i=1,. n estnul
— une bijection siyj—1 4; # 0.

Barycentre de n points pondérés
Définition
Soient n points (distincts ou non), A4, ..., A,, du plan (ou de I'espace) etn réelsa,, ..., a,

tels que )} | a; # 0 . L'unique point G du plan (ou de I'espace) vérifiant )}, a;GA; =0
est appelé barycentre du systéme de points pondérés{(A4, a,), (A3, a3), ..., (Ap, ayp)}.

Dautre part si a, = a, = -+ = a,, alors G est appelé isobarycentre du systéme de points
(4, a;)
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Barycentre de deux points pondérés
Objectif
Définir et construire le barycentre de deux points pondérés
Définition
Soit {(A, @), (B, B)} un systéme de deux points pondérés tels quea + B + 0
Le barycentre de (A, a) et (B, B) estl’unique point G défini para GA+ Bﬁf =0..
L'écriture a GA + Bﬁf =0.est équivalent a I'égalité AG = fﬁ AB
Propriétés
— Le barycentre de 2 points est inchangé lorsque I'on remplace les deux coefficients
par des coefficients proportionnels.
— Le barycentre G de 2 points A et B appartient 4 la droite (AB).
— Remarque
— Le barycentre G appartient au segment|[AB] lorsque a et 8 sont de méme signe, ;

— si @ = BG est milieu du segment [AB] ;
G plus proche du point ayant le coefficient le plus grand en valeur absolue.

Réduction de la fonction vectorielle de Leibniz associée a 2 points pondérés :

aMA + BMB
Propriété

Soit (A, a)et (B, B) deux points pondérés tels que
a+pB+0 etG=Bar{(A a),(B,B)}
Alors pour tout point M du plan on a :
aMA + BMB = a(MG + GA) + B(MG + GB) = (a + B)MG + aGA + BGB et comme
aGA + BGB = 0 car G = Bar{(4, a), (B, B)} donc:

M—d = Lm + LM—B)

a+f a+f

Coordonnées du barycentre de 2 points pondérés
Propriété

Dans la plan muni d’un repére orthonormé (0,1, ), soitA(x,,y4) et B(xg, yp) .
Si G est le barycentre du systéme {(A, &), (B, B)} alors G a pour coordonnées :

axa+PBxp
a+p

_ ayatBys

X = et Y6 = atf
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Barycentre de trois points pondérés

Objectif

Définir et construire le barycentre de trois points pondérés

Définition

Soient (A, @), (B, B)et (C,y) trois points pondérés tels que :

a + B + vy # 0. Alors il existe un point unique G tel que aGA + Bﬁ-f +YGC=0
G est appelé barycentre des trois points pondérés (A, ), (B, B)et (C,y)
Propriétés

Propriété caractéristique du barycentre de 3 points pondérés

Soit(A, ), (B, B)et (C,y) trois points pondérés tels quea + B +y = 0

G est le barycentre du systéme (A, a), (B, B)et (C,y) < pour tout point du plan(ou de
l'espace) aMA + BMB + yMC = (a + B +y)MG

Conséquence
Si G estle barycentre de {(4, @), (B,B)et (C,y)} alorsona:

AG = 4 AB+—V  a¢
a+p+y a+pB+y

Barycentre des points et proportionnalité des coefficients

Propriété
Si G est le barycentre du systéme {(A, a), (B, B), (C,y)} alors pour tout réel k non nul, G
est aussi barycentre de (A, ka), (B, kf3)et (C, ky)

Barycentre partiel

Théoréeme

Soit(A, a), (B, B), et (C,y) un systéme de trois points pondérés telsque a+ f +vy +#
0.

Si on note H le barycentre du systéme{(B, B), (C,y)}alors le barycentre G du systéme
{(A, @), (B,B), (C,v)} estaussi le barycentre du systéme {(A, @), (H,B +v)}

On construit G comme barycentre du systtme (4,—1)et (H,3) . On a donc —GA +
3GH=0<= —GA+3GA+34AH =0 doncﬁ=%ﬁ

Isobarycentre de 3 points pondérés :

Définition




On appelle isobarycentre des points A, B et Cle barycentre des points A, B et C affectés
tous du méme coefficient plus particuliérement c’est le barycentre des points pondérés
(A,1),(B,1et (C,1)

Propriété

L’isobarycentre de trois points pondérés non alignés A, B et C est le centre de gravité du
triangle ABC.

Coordonnées de barycentre de 3 points pondérés

Théoreme

Soient A, B et C trois points non alignés et G le barycentre du systéme
{4,a),(B,B),(Cy)}.

Alors G a pour coordonnées ((yf;ﬂ/ ; a+;+y) dans le repéere(A, AB, R)
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Probléme de lieux géométriques

Objectif

Déterminer et construire des lieux géométriques

Equations de type ||am + BW” = a ol a est un réel donné.

On sait que lorsque @ + 8 # 0,0on a : |aMA + BMB|| = |(a + B)|MG

a

Donc ||am+ﬁm-f|| =a< |a+ pB|MG=ad ou MG =

lee+p]
Sia>0;
Le lieu des points M est donc le cercle (ou le sphére) de centre G et de rayon Ia-‘: 5
Sia<0
Le lieu des points M est vide
Sia=0

Le lieu des points M se réduit au point G
Equations du type ||a11_’lz + bﬁ” = ||cm + dﬁ_ﬁ”
La réduction de cette équation nous donne pour a+ b # 0etc+d +# 0
|aMZ + bMB| = ||cMC + dMD|| < |a + bIMG,
=|c+d|MG, ou
Gl = Bar{(Al a)l (BI b)} et GZ = Bar{(cl C), (D' d)}

L’égalité obtenue : |a + b|MG, = |c + d|MG, signifie que le lieu des points M
correspond a :

1. sia+b=C+d




La médiatrice du segment [GG,] (dans le plan) ou le médiateur de [G,G,] (dans
'espace)

2. sia+b+C+d

Le cercle de diamétre [G1G] dans le plan ou la sphére de diameétre [G,G,] (dans
'espace)

Fonction scalaire de Leibniz
Définition
On appelle fonction scalaire de Leibniz la fonction f définie de P dansR par :

f:P— R
— 2
Ml—>f(}ll) =2?=1 a;MA,

— 2
VMeE PLMA, =MA;*
Ligne de niveau k de l'application f

La résolution de I'équation f(M) = k, k€ R est la recherche de I'ensemble des points M du
plan P tels que f{M) = k noté (Ey).

Propriété

Soit (A;, &;)1<i<n, 0 points pondérés du plan tels que )i, a; # 0.

2
VMe BYlL a;MA, =Tk, a)MG* +37, a;GA;” 0t G = bar{(A;, @;)}

0]

- (En)-=1{G}
C(6)

Preuve
2
En effet, f(M) = k si et seulement siy™ , ;MA, =(X", a))MG* +3*, a;GA* =k

k— Z?:l aiGAiz
MG =5"ZE1%6AT
(Z?:l a;)

Posons 6 = MG

- Si6d<0alorsMG < 0et (Ey).=0
- Sié6=0alorsMG=0et(E,).={G}
- S8i8 > 0 alors (E},).=C(G,\6)

Propriété
Soit (A;, &;)1<i<n, 0 points pondérés du plan tels que )i, a; = 0.

—)2 — E—
VME PYL  aiMA, = (31, @)0A;* — 200Monti = (3}, a;)04,




g)
h)

Ainsi, (Ek)-={ @ouleplanPsiu= 0

la droite (A) de vecteur directeur usii + 0

MA

Lignes de niveau de I'application: M — B

Soient A et B deux points distincts du plan, k€ R, tel que k+ 1.
% = kalors (E}).est le cercle de diamétre [1]] ot I = bar{(A, 1), (B, k)} et

J=har{(4, 1),(B,—k)}
Sik+ 1 alors 1— k? + 0 et G = bar{(A, 1), (B, — k?*)}

(E). =C(6, ;=7 AB)

Lignes de niveau de I'application : M— Mes (m , W)
Propriété

Soient A et B deux points distincts du plan.

- L’ensemble des points M du plan P tels que Mes (m , m-f) = 0 estladroite (AB)

privée du segment|AB]|

- L'ensemble des points M du plan tels que Mes(MA ,MB) = Tt estle segment[AB]

privé des points A et B.

EXERCICE D’ENTRAINEMENT DE LA COMPETENCE DE BASE 1 DU PREMIER

TRIMESTRE
Limites, continuité, dérivation et étude de fonctions
Exercice 1
Calculer les limites suivantes :
lim, o (—2x% — 23 + 6x°)
lim,__,(2x% + x3 — 6x°)
—3x2+6x+5

x-3
—2x%+x+1

x24+x-2
x2+1

lim,_,

limx_)1

. 4x—2x2+VEx3
T
. Vx+2-v3x-2
lim,_,, s
lim x4
X2 v 7-3
Vx+3-2x

limx_,l 51

Exercice 2




D

2)

x+3 .
; six<0
2x-3

a) Ondonneg(x) =442 -1, si0<x<2
V22 +x—1;six>2
b) Expliquer pourquoi g est continue sur chacun des intervalles: |- ;0[;]0 ;2] et
2 4oo
c) Etudier la continuité de g en 0 eten 2.

d) g est-elle continue sur R ?
Exercice 3

Déterminer la dérivée de la fonction f dans les cas suivants :
a) f(x) = cosx — sinx

b) f(x) = cos (—Sx + g)
o f(x) = sin (xz - g)

d) f(x) = sin’x (Zx — %)
e) f(x) = sin(cosx)

f flx) =2x* + 1)(3x — 1)?

g f)=@+1)7%+1

h) f(x) = (tan3x)tanx

Calculer les dérivées des fonctions suivantes en admettant qu’elles soient dérivables sur
'intervalle I donné.

VxZ+1

X

fx) = , 1 =10; +oof

2x+3 1
g(x) = (3x-1)2"’ I'= ]5’ +Oo[

h(x) =(*+x+1D*2x+3, I = ]—%; +00[
Exercice 4

Dans chacun des cas suivants, étudier les variations de la fonction f, puis préciser ses
extremums.

f(x) = x3—-3x+2

2_
fx) = ;2+Z
f =2
fX)=x—-1+ ﬁ
Exercice 5
I- Soit la fonction f définie par f(x) = ax® + bx? + c ot a, b et ¢ sont des nombres
réels.

1) Calculer f’'(x);




2) Déterminer les réels a, b et c¢ sachant que f admet 1 pour extremumen x = 0 et —3
pour extremum en x = 2.

3) Etudier la fonction f. Montrer que I’équation f(x) = 0 admet une solution unique a
dans [—1; 0], une solution unique f dans [0; 1] et une solution unique y dans [2; 3].

4) Tracerla courbe (C;) de f.

1I- Soit la fonction f définie par f(x) = x3 —4x> +x—5

1) Montrer que f estcontinue sur R.

2) Démontrer que I'équation f(x) = 0 admet une solution unique a € [4; 5].

3) Déterminer un encadrement de a 3 10~2 preés.

EXERCICES TYPES DE LA COMPETENCE DE BASE 1 DU PREMIER TRIMESTRE ET
SOLUTIONS
Enoncé 1

f estlafonction numérique de la variable réelle x définie par :
f(x) = %x“ + 2x% + 6x% + 24x + 3.

1- a) Déterminer la fonction dérivée f' de f
b) étudier le sens de variation de f’
c) calculer f'(—2) et en déduire le signe de f'(x).
2- Etudier le sens de variation de f
Solution
1- f estdérivablesur Retona:
a) f'(x) =3x3 +6x%+12x + 24
b) f' est dérivable sur R etona:
f'(x) =9x* +12x + 12
Vx € R,9x% + 12x + 12 > 0, donc f"'(x) > 0.
f' est strictement croissante sur R.
0 f(=2) =3 x(-2)%+6x(-2)%+12x+ (-2) + 24
=-24+24-24+24
fl[(=2)=0
2- f' étant strictement croissante, f'(—2) =0
On en déduitque: Vx € ] — o0; —2[, f'(x) < 0
VX €] —2;+oo[ f'(x) >0
Donc: f est strictement décroissante sur|—2; +oo[

et strictement croissante sur]—2; +oo[




Enoncé 2

Montrer que pour tout réel x,I'équation 2 x — Sinx = m admet au moins une solution
dans R, puis montrer que cette solution est unique.

Solution
Soit f la fonction définie sur R par f(x) = 2x — Sinx.
La fonction f est continue sur R comme différence de deux fonctions continues sur R.
- Calculons les limites aux bornes de D = R.
Ona:VxeR,—-1<Sinx<1
=2x—-1<f(x)<2x+1
lim,_,,,(2x + 1) = +00, on déduitlim,_,, . f(x) = +
etcomme lim,_,_,(2x — 1) = +o0,0onalim,_,_,, f(x) = —oo.

La fonction f est continue sur R, donc pour tout m €] — co; +o[, m a au moins un
antécédent par f dans R. On en déduit que I'équation f(x) = m soit 2x — Sinx = ma au
moins une solution dans R.

- Montrons que cette solution est unique.
Eneffet: f'(x) = 2 — Cosx.
OrCosx < 1,doncf'(x) >0
La fonction f est strictement croissante sur R, donc on peut conclure que I'équation
f(x) = m aune solution unique dans R.
Enoncé 3

On considére la fonction f définie sur R par:

x—1+2V1—xSix<1
[0 = Tl six>1
(@) estla courbe représentative de la fonction dans un repére orthonormé (o, 7, j).
1) Montrer que f est continue en 1.

2) Etudierla dérivabilité de f en 1 et donner une interprétation géométrique des
résultats obtenus.

3) Calculer la limite en plus l'infini de f et en déduire une interprétation graphique du
résultat.

4) Calculer f(—3), puis la limite en moins I'infini de f.

5) Montrer que f est strictement croissante sur [1 ; +oo[.

6) Montrer que VE] — o0; 1[, f'(x) = Wx\h_—x)




7) Dresser le tableau de variation de f.
8) Tracer (C)
9) Soit g la restriction de f définie sur [1 ;+oo[.

a) Montrer que g admet une bijection réciproque g~ définie sur un intervalle ] a
déterminer.

b) Tracer (€ 1) dans le méme repére.
c) Déterminer g pour tout x de ]

d) Calculer g(:{/f), en déduire g1 (%)

Solution

- x—1+2V1—xSix<1
X) = 3_
! 2 six>1

x°+1

1) Montrons que f est continue en 1:

lime_q f(x) =limy 1 (x—1+2VI—x)=1-1+2/1-1=0
<

. . -1 1-1
llmx;q f(x) = llmx—>() H = m =0

limy—q f(x) = limxz,l f(x)=0

>
On déduit que : lim, — 1 f(x) = f(1) = 0 donc f est continue en 1.
2) Etudions la dérivabilité de f en 1

e Dérivabilité de f a gaucheen 1

fO)-f) _ x—1+V1-x —1+2 Vi-x
x-1 x—-1 x-1
vi-x _ 2 _ —
1+2x_1 =1 Ve posons X = V1 —x

. 2\ _ 4 (4 _2\_ _
Or llmx:& (1 — \/ﬁ) = llmX?O = (1 X) = —o0
Donc: lim;.f_qM = —0
< x-1
f n’est pas dérivable a gauche en 1.

fO-f1) _ x3-1  (x-D(x%+x+1)  x+x+1
-1 (-D(E3+1) (-D(3+1) T x3+1
. x*+x+1 3 . f-f1) _ 3
Orlim,_,; ——— = 7. Donc llmx:>1 — =7

f est dérivable a droite en 1

Interprétation géométrique des résultats




f@-f) _

o limy1—— —oo , On déduit que la courbe (C g ) admet a gauche en 1 une
Z —
tangente verticale.
. fO-f1) _ 3 \ .
. llmxﬁlT = On remarque que la courbe (C g admet a droite en 1 une
S —

tangente (T) de coefficient directeur; .
3) Limite de f en +oo.
Ona:lim,_,, , f(x) =lim,_,_, % = limxﬁ_mi—z =1.
On en déduit que (C f) admet en +o0 une asymptote horizontale d’équation y = 1.
4)Ona: f(-3)=3-1+2/1-(-3)=-4+4=0
f(=3)=0

Limite de f en —oo

Ona:f(x) = (x—1) [1+2‘11_T1x] =(x-1) [1_2%]
f@=x-D[1-22].
Or:lim,_,_,(x—1) = —ocoetlim,_,_, [1 — 12—x] =1

Donclim,_,_,, f(x) = —oo.
5) Montrons que f est strictement croissante sur [1; +oo[

3x2 (J\:3+1)—(J\:3 —1)><3x2 _ 3x5+3x2-3x5+3x2

Vx E[l ; +°°[, f(x) = (x3+1)2 (x3+1)2

Vx €[1; +oof, f'(x) > 0 donc f est strictement croissante sur [1; +oo].

6) Montrons que Vx € ]—oo; 1], f'(x) =
Vx €]-oo;1[on: f'(x) =1+2 sz/%

f'lx) = 1‘¢;—ix

') = AL (VWi—x-1)(VI-x+1)
P =5 = Tais

’ _ 1-x-1
F® = f=mmvis




D’ ot Vx € ]—oo; 1[.

7) Tableau de variation

£ 0o - l

f(x)

8) Tracer (C’ f)

x3-1
x34+1

9) g est définie sur[1; +oo[ par g(x) =

a) Montrons g admet une fonction réciproque g~ définie sur un intervalle ] 3 déterminer.

g est continue et strictement croissante sur [1; +o[ ; donc ] réalise une bijection sur [1 ;
00 [

On en déduit que g admet une fonction réciproque g~* sur J=[0;1] .
b) Tracé de (g~1).

c) Détermination de g~ pour tout x € J.

g(x) =y, avecx €[1; +oo[ety € [0;1[.

gx) =y=x=g"10)

x3-1
x3+1

g =ye =yeoxr -1=xy+y

sx31-y)=1+y




o 3=
1-y
o x =2
1-y
N - 1 - 1
On obtient: g~ 1(y) = 3/1—3 ;doncvx €], g7 (x) = 3/1_:,,;

d) Calcul de g(V2)

3 _ (3\/5)3—1 _2-1 1
9(V2) = (2 23

On en déduit que: g~?! G) =32.

Enoncé 4
f est une fonction définie et dérivable sur R telle que f(0) = 0 et pour tout réel x,
f'(x) =

On admet que cette fonction existe et on ne cherche pas a déterminer une expression de
f(x). (C) estla courbe représentative de f dans un repére orthonormal.

1
x2+1"

1) Justifier I'existence et 'unicité d'une primitive f de f’ sur R telle que f(0) = 0 (on
ne demande pas de calculer).
2) g estlafonction définie sur R par: g(x) = f(x) + f(—x).
a) Calculer g'(x) pour tout x réel.
b) Calculer g(0) eten déduire que g est une fonction impaire.
3) SoitIla fonction définie sur R* par I(x) = f(x) + f G)
a) Calculer la dérivée I'(x) de I pour tout x de R*.
b) Démontrer que pour tout x de R*, f posséde une limite en +oo qui vaut 2f(1).
¢) Que peut-on en déduire pour la courbe (C) ?
4) On considére la fonction T définie sur ]_7” ; g[ parT(x) = f(tanx) — x.
a) Montrer que T est dérivable et calculer T'.

b) En déduire une expression de T
¢) Endéduire f(1) etlalimite de f en +co.

d) Calculer f(v3), f (%)
- dresser le tableau de variation de f sur R
- tracer la courbe (C).

Solution

f(O)=0;f(x) =

1
xZ2+1

88




1) justifions I'existence et 'unicité d’'une primitive de f.

Existence

f est continue sur R car f’ est une fonction rationnelle définie sur R, donc f' admet une
primitive f sur R.

Unicité

Soient f et g deux primitives de f’ sur R.

Alors [ f'(x)dx=f(x) +c (Det f'(x)dx=g(x) + ¢ (2)

De (1) et (2) on obtient f(x) + ¢ = g(x) + ¢’

= fx)=9gx)+c —c.

Or f(0) = 0 et g(0) = 0,donc ¢ = ¢’ et par suite f(x) = g(x) sur R. On en déduit que f
est unique.

2) g(x) = f@) + f(—x), Dy = R.

a) Calculons '(x),Vx € R.

VXER, g'(x) =f'(x) - f(—x) =
Donc:vVx € R, g'(x) = 0.

b) Calculons g(0).

9(0) = f(0) + f(0) = 0.

Déduisons-en que g est une fonction impaire.

1 1
x2+1  x2+1

0.

Ona:g'(0) = 0 = g est constante. Comme g(0) = 0, g estla fonction nulle.
Donc: f(x) + f(—x) = 0 c'est-a-dire que: f(—x) = —f(x) ; d’ol f est impaire.
I =f() +£(3).Dr =R
a) Calculde I' (x), Vx € R*

* I - 1 /1
vxeR,I'®=f@-5f(5)

1 1 % 1
x2+1  x2 i2+1
X

I'(x) =

1 1

T xZ+1 xZ+1

vx € R I'(x) = 0.

b) Déterminons que : Vx € R*, lim,_,,,, f(x) = 2f(x).

Ona:f(x) = 1) — £ (}) etlimeyo [IG0) — £ (5)] = limem s 1) = F(2)
Car I est une fonction constante, etlim,_, ., f G) = f(0) = 0.
Aussi, I(x) = f(1) + f(1) = 2f(1) donclim,_,,,, f(x) = 2f(1).

¢) On en déduit que C admet une asymptote horizontale qui est la droite




d’équationy = 2f(1).
4) Soit T la fonction définie sur ] - g; g[ par T(x) = f(tanx) — x.

a) Montrons que T est dérivable et calculons T'(x).

La fonction x — tanx est dérivable sur ] — % ; %[ et tan (] — g; ED =R,
or f est dérivable sur R.

D’ou T= f o tan est dérivable sur ]_7" ; g[

Vx € ]—g;g[,T’(x) = (tanx)' X f'(tanx) — 1

’ _ 2 1 —_ _ —
T'(x) = (1+tan x)xtan2+1—1 1=0

DoncT'(x) = 0.
b) Déduis-en une expression simple de T.

La dérivée de T est constante et vaut 0, donc T est une fonction constante.

Pour tout x € ]—g;g[,ona:T(x) =T(0) = f(tan0) —0=0
Donc:Vx € ]—g;g[, T(x) =0.

¢) Déduisons-en f(1). On sait que tan% =1
o (5) = 0,87 (5) = (an?) -

f(1) = —Sdob: f(1) =3

UORH
o lim, . f(x) =2f(1) =2 x7 =7 Donclim, o f(x) =~.

d) T(x) = f(tanx) — x = f(tanx) =T(x) + x
Ortanz = V3, d’oﬁf(tang) =f(V3) = T(g) +I=13

3
Donc: f(V/3) = g

Deplus,ona:tan%:%,orf(%) = T(§)+§=§
V3

CarT(x) = 0.Donc f (\/—15) =

- Tableau de variation de f sur R

1
x+x2

f'(x) =

> 0, donc f est strictement croissante.




.

f(x)
3 /
2

Trace les asymptotes d’équations y = g ety =— g Construis la courbe sur 'intervalle

[0;+00[ et complete par la symétrie de centre O pour obtenir(C).

Enoncé 5

Soit f la fonction définie par f(x) = /|x? — 6x + 5] et (C) la courbe représentative.
1) Exprimer f(x) sans symbole a valeur absolue

2) Etudier la continuité et la dérivabilité de f sur son ensemble de définition : (C) admet-
elle des tangentes aux points d’abscisses 1 et 5 ?

3) Etudier les variations de f
4) Démontrer que les droites d’équations y = x — 3 ety = x + 3 sont asymptotes a (C)
5) Tracer (C) et démontrer qu’elle admet un axe de symétrie dont on précisera ’équation

6) Démontrer que, pour tout réel x de [1 ;5] ,le point M(x; f(x)) esta une distance
constante du point £2(3 ;0). En déduire la nature de (C) sur l'intervalle [1 ;5].

Solution
f(x) =./|x% —6x + 5|

1) Expression de f(x) sans symbole « valeur absolue ».
e Pourtout x € ]—0;1JU[5;+oo[, f(x) = Va% + 6x — 5
e Pourtoutx € [1;5], f(x) =V—-x2+6x—5
2) Continuitéde fsurD =R
f(1) =0; lill_nf=0 )i li11+nf=0
f(5)=0; li;nf= 0 et li;nf=0
f est continue en 1 et 5, donc f est continue sur R
Dérivabilité de f sur D.
f est dérivable sur I=]—o0;1], U[5 ;+ o[ comme composée de fonctions dérivables sur
L

lim fO-f) _ lim — 5-x _ o

x—1-  x-1 x—1~ x-2

lim fO-f _ +oo, lim fO-f5) _ —o0, lim fO-f65) _ +00
x—1t  x-1 x—5- x-5 x—5t x-5

f n’est ni dérivable en 1 ni en 5.




Aux points d’abscisses 1 et 5, (C) admet des tangentes verticales.

3) Etudedef.

Vx €]—0;1], U[5;+oo[, f'(x) = \/;_;Ti_s
vx €]1; 5[, f'(x) = J%j_s

4) Aty =x—3 asymptoteen +oo
A:y =—x+3 asymptote en —oo

Montrons que ladroite A:y = x — 3 estasymptotea (C).

f(x)—(x—3)=vxZ—6x+5— (x—3)
_ x%2—6x+5-(x-3)2
- Vx2—6x+5+(x—-3)
-
VxZ—6x+5+(x—3)

Orlim, ,,,————— =0

Vx2—6x+5+(x-3) -

Doncladroite A:y = x —3 est asymptote a (C) en +oo

De méme, on démontre que lim,_,_, (v —x2+6x—-5—(—x+ 3)) =0

Et on conclut que ladroite A':y = —x + 3 est asymptote a (C) en —©
5) Axe de symétrie

fla+x)=f(a—-x)

e [(a+x)?*—(a+x)+5|=|(a+x)?-6(a—x)+5]|

< 2ax — 6x = —2ax + 6x

S 4ax(a-3)=0

Vx €D pa= 3

Donc la droite d’équation x = 3 est axe de symétrie a (C)

Ve

-1 0 1 2 a 5 3

6) Montrons que .QM est constante
Soit M(x), f(x), x € [1;5]

Ona:Mx(VxZ + 6x —5) et 2 (3;0)
QM? = (x — 3)% + (—x* + 6x — 5)




QM? = 4 . Donc 2M=2
Dans [1;5], (C) est un demi-cercle de centre £2(3 ;0) et de rayon 2.

EXERCICE D’ENTRAINEMENT DE LA COMPETENCE DE BASE 2 DU PREMIER
TRIMESTRE

SYSTEMES LINEAIRES
Exercice 1

Résoudre dans R3 les systémes d’équations linéaires suivants :

2x+y—z=1

1) {—x+y+Zz= -2
2x+y—-z=1

2) {—x+y+22= -2

x+2y+z=-1

XxX—y+z=2

3) {—x+y+z= -2
—-x+2y—z=1

Exercice 2

Résoudre dans R3 le systéme linéaire suivant puis donner une interprétation

x—y+2z=3
géométrique du résultat:{ 2x—y—z=17
—x+y—2z=2

Exercice 3

Déterminer les nombres réels a, b et ctels que ; pour tout nombre réel x+ -1,

1 bx cx

(x+1)2 :a+x+1+x+1

Exercice 4

1) Utiliser la méthode de Gauss pour résoudre le systeme d’équations linéaires suivant
dans R4,

x+y+z+t=0

3x+2y+z=5

—-xX+y—z+t=-6
8x+4y+2z+t=12

2) Déterminer les coefficients réels a, b, ¢, dde la fonction f: X +— aX3 + bX2 + X + 4,
sachantque f(1) =0;f(-1)=-6,f(2) =12etf (1) =5.

ARITHMETIQUE




Exercice 5

a) AT'aide de I'algorithme d’Euclide, déterminer le PGCD de 676 et 2002.
b) Résoudre dans Z2 I'équation : 676x + 2002y = 2.

Exercice 6

ATaide du théoreme de Bezout, démontrer que pour tout entier relatif n, 2n + 5 et
5n + 3 sont premiers entre eux.

Exercice 7

Résoudre dans Z les systemes :

x=7(8) x=7(129) {15x =9(12)
(a){x =11(12)° (b){x =11(1223)° O ax=507)
Exercice 8
a) Déterminer le reste de la division euclidienne de 72°°% par 9.

b) Déterminer suivant les valeurs de I'entier naturel n, le reste de la division
euclidienne de 5™ par 3.

Exercice 10

Ecrire 2® — 1 en base deux.

NOMBRES COMPLEXES

Exercice 1

Déterminer le module et un argument du nombre complexe dans les cas suivants :

1) = CosO — isinf

2) Z =—S8in0O +iCos0

3) Z=-2(Cos0O +iSin0)
4) Z =—-2(Sinf + iCos0)
5) Z=1+itanf

CosO+isin@

6) Z=—7""

) CosO—isinf
Exercice 2

1) Soit Z un nombre complexe tel que : Z + % = 2C0s60. Démontrer que pour tout entier

natureln,ona: Z™ + Z—ln = 2Cosno.

z+i

2) A tout nombre complexe z # 2i, on associe le nombre complexe Z = -y
a) Déterminer I'ensemble E; des points M images de Z tel que Z soit réel.

b) Déterminer I'’ensemble E, des points M images de Z tel que gsoit un argument
de Z.

Exercice 3




C est 'ensemble des nombres complexes.

1) Résolvez dans C les deux équations suivantes :
a) zZ2-z+1=0
b) zZ2-4z+1=0
2) Alaide des résultats de 1°), on se propose maintenant de résoudre I’équation :
(E):z*—-523+6z>-5z+1=0
a) Vérifiez que 0 n’est pas solution de (E)
b) Soit (E") I'équation z% + zlz -5 (z + %) + 6 = 0. Montrez que (E) et (E') ont méme
solution dans C
c) Onposeu= z+ % ; calculez z2 + zlz en fonction de u

d) Montrez que u est solution de I'équation u? — 5u + 4 = 0.Déduisez-en les
solutions dans C de 'équation (E).

Exercice 4

1) soit a et f deux nombres complexes,
a) Développez: (a—B)(a?+ap +B2);
b) déduisez-en la résolution dans C de I'’équation: z3 — 8 = 0
2) Déduisez de la question 1°), les solutions dans C de I'équation: (z+ 1)3 -8 =0
3) Montrez que les points du plan complexe dont les affixes sont les solutions de
I’équation proposée a la question 2°) sont les sommets d’'un triangle équilatéral que
I'on représentera.

Exercice 5

V4
Z2+7+1°

Soit la fonction h de C — C définie par h(Z) =
1) Déterminer I’ensemble de définition de h.
2) On pose Z = h(—1 + i). Calculer Z, % et Z8. On donnera chacun des résultats sous

forme algébrique et forme trigonométrique.
3) Onpose Z = e?. Démontrer que dans ce cas h(Z) = h(f) = h(Z).

Exercice 6

Le plan est muni d'un repére orthonormé (0; I; J), 'unité graphique etant égale a 1cm.

On considére dans CI'équation: Z3 — (6 + iv3)Z? + (11 +4iV3)Z -6 —3iV3 =0
1) Résoudre cette équation en sachant qu’elle a deux solutions réelles.

2) On désigne par A, B, C, D et E les points d’abscisses respectives: 3,2 + iv3, -1,
7 et 11 + iV3.
a) Démontrer que les points B, C et E sont alignés.

b) Démontrer que le triangle IAB est équilatéral.
c) Placerles points A, B, C, D et E.




3) Soit f une application du plan dans lui-méme qui transforme A en D et B en E.
a) Donner I'écriture complexe de f.
b) Caractériser I'application f.

4) Calculer l'affixe du point F image de 'axe des abscisses tel que le triangle DFE soit
équilatéral.

Exercice 7

C désigne I'ensemble des nombres complexes.

On considére I'application f de C dans C définie par: f(z) = z* + 4iz* + 12(1 + i)z —
45.

1) a) Montrer que I'équation f (z) = 0 admet une unique solution réelle z, et une
unique solution imaginaire pure z; que I'on déterminera.

b) Démontrer qu’il existe un couple (a;[i’) de nombres complexes que l'on
déterminera tel que pour tout nombre complexe z,

f@) =(z-20)(z—2,)(2* +az+p).

¢) En déduire I'ensemble de solution de ’équation f (z) = 0.

2) Soit A, B, C et D les points du plan complexe d’affixes respectives 3i, 1 —2i, 2 —i et

-3.

a) Montrer qu'il existe une rotation 7 qui transforme A en B et C en D. On précisera
son centre ainsi que le cosinus et le sinus d’'une mesure ( en radians) de son
angle.

b) Montrer qu'il existe une homothétie h qui transforme A en B et D en C. On
précisera son centre ainsi que son rapport.

c) Donner la nature géométrique de roh et déterminer ses éléments
caractéristiques.




EXERCICES TYPES DE LA COMPETENCE DE BASE 2 DU PREMIER TRIMESTRE ET
SOLUTIONS
ARITHMETIQUE

Enoncé 1

Effectuer la division euclidienne de a par b, sachant que :
1) a=47etb=9
2) a=—-47etb=9

Solution

Effectuons la division euclidienne de a par b :
1) a=47ethb=9

Ona:47=9x5+2et0<2<9

Doncq =5etr = 2.

2) a=—-47etb=9
Ona:—47 =9%X(—6)+7et0<7<9
Doncq = —6etr =17.
Enoncé 2

1) Ecrire le nombre 121 dans le systéme a base 5.

2) Soit Ale nombre écrit en base 3: A = 1221013, Ecrire A en base 10.
3) Ecrivonsle nombre 3 945 dans le systéme hexadécimal.

4) Ecrire le nombre BAC'® en base 10.

Solution
1) Onsait que 121 est écrit dans le systeme décimal.
Ona:121=1x10%2+2 x 10! + 1 x 10°.
On peut aussi décomposer le nombre 121 de la facon suivante :
121=100+20+1=4x52+4x5+1 x 5°.
Nous venons de convertir le nombre 121 dans le systéme a base 5.
On écrit donc: 121 = 4415 .
2) Soit Ale nombre écrit en base 3: 4 = 1221013.
Ecrivons ce nombre en base 10.
Ona:A=1221013=1x3%+2x3*+2x33+1x32+0x3'+1x3°
=243+162+54+9+0+1
=469
Donc A= 469 en base décimale.

3) Ecrivons le nombre 3 945 dans le systéme hexadécimal.




Effectuons d’abord les divisions successives de 3 945 par 16.
Ona:

3945 |16
246 [16

6|15 }&
15 1p
On a donc 39454= F6916.

4) Soitle nombre BAC'®,
Ecrivons-le en base 10. Ona : BAC'® = 11.16% + 10.16 + 12.16°
=2816 + 160 + 12
= 2988
Donc BAC'® = 2988.

Enoncé 3

1) Déterminer le reste de la division de 501°° par 7.
2) Déterminer le reste de la division de 501°° par 7

Solution

0100

1) Déterminons le reste de la division de 5 par 7.

On cherche d’abord le reste de la division de 50 par 7. On saitque 50=7x 7 + 1
donc 50= 1(7).

On sait que si a = b(n) = a? = bP(n)(Pg) donc 501% = 1100(7) or 1190 = 1 donc
50190 = 1(7).

Le reste de I'addition 501%° par 7 est 1.

0100

2) Cherchons le reste de la division de 10 par 7.

On sait que 100 = 14 X 7 4+ 2 donc 100 = 2(7) et par application de la propriété Pg, on
a:1001°° = 2100(7) On est obligé de chercher le reste de la division de 21°? par 7. Pour

cela, on procede de la maniere suivante :

2=2(7) = 22 = 4(7) = 23 = 1(7) donc (23)33 = 133(7)

299 =133 = 1(7) or 2100 = 299,21 et comme 299.21 = 1.2(7) donc 21902 = 2(7).
On a donc 1001%° = 2(7) on dit que 2 est le reste de la division de 1001 par 7.

Enoncé 4

Trouver le nombre de diviseurs de 480 et déterminer tous ces diviseurs.
Solution

Trouvons le nombre de diviseurs de 480 et déterminons tous ces diviseurs.
Cherchons d’abord la décomposition de 480 en produit de facteurs premiers.




Ona:480 =25 x3 x 5.

A partir de cette décomposition, on peut déterminer le nombre de diviseurs de 480. On
utilse la formule ¢(n) = (e + D(az + 1) ... (a,, + 1) .

Icin=480avecp; =2, p,=3etp3=5eta; =5 a, =1etaz =1.
Onaalors(480)=(5+1)(1+1)(1+1) =6 x2x2 =24

480 a donc 24 diviseurs.

Déterminons tous les diviseurs de 480. Pour cela, construisons un tableau a double
entrée comme suit :

20|21 | 22| 23 | 2% | 25

305011 |2 |4 |8 16 |32

30515 [10|20|40 |80 | 160

315013 |6 |12|24 |48 |96

31,51 | 15|30 | 60 | 120 | 240 | 480
7.

%
Nous vérifions bien que tous ces nombres sont des diviseurs de 480 et qu’ils sont au

nombre de 24.

D(480) ={1,2,3,4 ,6,8,10,12,15, 16,20, 24,30, 32,40,48,60,80,96,120,160, 240,480 }
Enoncé 5

Soit m un entier relatif, démontrer que n® — n est multiple de 6.

Solution

Soit m un entier relatif, démontrons que n® — n est multiple de 6.

Onsaitquen® —n=nn—-1)(n+1)=Mm—-1)xnx (n+1)doncn® —nestle
produit de trois entiers consécutifs. Or lorsqu’on a 3 entiers consécutifs 'un d’entre eux

3

est multiple de 3, ce qui nous amene a dire que n®> — n est u n multiple de 3.

Par ailleurs, si nous considérons deux entiers consécutifs, l'un d’entre eux est un
multiple de 2 donc on peut aussi dire que n® — n est multiple de 2.

3 3

Comme n°> — n est multiple de 2 et 3, alors n° — n est multiple de 6.
Enoncé 6

1) Déterminer une solution, dans Z?de I’équation : 7x — 24y = 1.
2) En déduire une solution, dans 72, de I'équation 7x — 24y = 5.
Résolution

1) Déterminons PGCD(7, 24).

Sachantque 7 =1 X 7 et 24= 23 %3, PGCD(7,24)=1.




comme PGCD(7, 24)=1, alors d’apres le corollaire, il existe x et y entiers relatifs tels
que 7x — 24y = 1.

Or7x—24y =124y +1=7x.

Poury =0,24 X0+ 1 = 1 et 1 n’est pas multiple de 7.

Poury =2,24x2+1 =49 et49 = 7 X 7, multiple donc de 7.

Onaalors7 X7 — 24 x 2 =1 = le couple (7,2) est une solution de I'’équation

7x — 24y = 1.

2) Déduisons en une solution de I'’équation 7x — 24y = 5.

Nous avons vu que I’équation 7x — 24y = 1 admet une solution (7, 2)
car7x7—-24x2=1.

En multipliant membre a membre cette égalité par 5,ona7 X7 X5 —-24X2X5=1X
5 et nous remarquons que I'égalité est vraie.

Donc I'équation 7x — 24y = 5 admet une solution qui est le couple (35,10).
Enoncé 7
On désigne par p un nombre entier premier supérieur ou égal a 7.

Le but de I'exercice est de démontrer que n = p* — 1 est divisible par 240, puis
d’appliquer ce résultat .

1) Montrer que p est congru a —1 ou 1 modulo 3. En déduire que n est divisible par
3.

2) Enremarquant que p est impair, prouver qu’il existe un entier naturel k tel que
p? — 1 = 4k(k + 1), puis que n est divisible par 16.

3) En considérant tous les restes possible de la division euclidienne de p par 5,
démontrer que 5 divise n.

4) a) Soient a, b et c trois entiers naturels. Démontrer que si a divise c et b divise c,
avec a et b premiers entre eux, alors ab divise c.
b) Déduire de ce qui précede que 240 divise n.

Solution

1) Montrons que p est congru a —1 ou 1 modulo 3. Déduisons-en que n est divisible
par 3.

Soit p un nombre entier premier supérieur ou égal a 7.

Alors, nécessairement p = 0[3] oup = 1[3] ou p = 2[3], or p est un nombre entier
premier supérieur ou égal a 7, il ne peut pas étre multiple de 3, d’ou p = 1[3] ou

p = 2[3].

Doncp = 1[3]oup = —1[3].

Déduction.




Ona:n=p*—-1=(p*-D(P*+D=pPp-DE+1DP*+1)

e Sip=1[3],alorsp—1=0[3],dou(p—1)(p + 1)(p? + 1)0[3], soitn = 0[3]

e Sip=-1[3],alorsp+1=0[3],dou(p — 1(p + 1)(p? + 1)0[3], soitn = 0[3]
Donc n est divisible par3.

2) Sin estimpaire, prouvons qu’il existe un entier naturel k tel que

p? — 1 = 4k(k + 1), puis que n est divisible par 16.

On sait que p un nombre entier premier supérieur ou égal a 7, nous avons p impair,
c’'est-a-dire qu'il existe k € N tel que p = 2k + 1. On en déduit que :

p?—1=2k+1)>—-1=4k?+ 4k = 4k(k + 1).
Doncp? — 1 = 4k(k + 1).
Montrons que n est divisible par 16.

Ona: p2 —1 =4k(k + 1), or k et k + 1 sont des entiers de parité différentes, donc le
produit k(k + 1) est pair c’est-a-dire divisible par 2. Par suite, p* — 1 est divisible par 8.
D’autre part, p? +1 = 2k + 1)> + 1 = 4k* + 4k + 2 = 2(2k* + 2k + 1), avec
2k*+2k+1€N.

Donc p? + 1 est divisible par 2. Puisque n=( p? — 1)( p? + 1), on en déduit que n est
divisible par 16.

3) Considérons les restes possibles de la division euclidienne de p par 5,
démontrons que 5 divise n.

p est un nombre entier premier supérieur ou égal a 7, donc p = 1[5] ou p = 2[5].
oup = 3[5] ou p = 4[5].

e Sip=1[5]ilexiste k e Ntelque:p =5k +1etona:p—1=>5k, doub5 divise
n

e Sip=2[5]il existe k€N tel que:p=5k+2etona: p?+1=Gk+2)?*+
1=5(5k*+4k +1),avec 5k?> + 4k + 1 € N, d’ou 5 divise n.

e Sip=3[5]il existe k€N tel que:p=5k+3 etona:p?+1=G5k+3)?*+
1 =5(5k% + 6k + 2),avec 5k?> + 6k + 2 € N, d’ou 5 divise n.

e Si p=4[5], il existe k€N tel que:p=5k+4 et on a: p+1=5k+5=
5(k + 1),avec +1 € N, d’ou 5 divise n.

Finalement, on conclut que 5 divise n.

4) a) Démontrons que si a divise ¢ et b divise ¢, avec a et b premiers entre eux,
alors ab divise c.
a divise c signifie qu’il existe m; € N tel que ¢ = mqa
b divise c signifie qu'il existe m, € N tel que ¢ = m;b
On en déduit que mya = m,b, d’ou adivise m,b.




Or a et b sont premiers entre eux, il s’en suit que a divise m,. Par conséquent, il
existe m3 € N tel que m, = mza. Ainsi on a ¢ = my,b = mzab. Ce qui prouve que
ab divise c.

b) Déduisons de ce qui précede que 240 divise n.

On a montré que 3 divise n; 16 divise n et 5 divise n. Or 3,5 et 16 sont deux a
deux premiers entre eux, par conséquent 3 X 5 X 16 divise n, donc 240 divise n.

Enoncé 8
1) Résoudre dans Z: x? — 4x + 2 = 0[7]

3x —y = 1[5] (1)

2) Résoudre dans Z X Z le systéme : {x + 2y = 0[5] (2)

Solution

1) Utilisons un tableau de congruence modulo 7.

x 0 1 2 3 4 5 6

x?2—4x+2 2 6 5 6 2 0 0

Z:x*—4x+2=0[7] @ x=5[7]oux=6[7] @ x =7k +50ux =7k +6.
DoncS= {7k + 5,7k + 6, k € Z}.

3x —y=1[5] (1)
x+ 2y =0[5] (2)

2x(1)+(2) © 7x = 2[5] © 2x = 2[5],or PGCD(2;5) = 1 d'ou x = 1[5].

2) Résolution du systeme {

Dans (2),ona: 1+ 2y = 0[5] © 2y = —1[5] © 2y = 4[5], or PGCD(2;5) = 1 d’ou
y = 2[5]
Donc S= {(5k + 1; 5k’ + 2),ou (k; k') € 7?}.

LES NOMBRES COMPLEXES

Enoncé 1

On considére le nombre complexe x = —4 — 2v2 — ivV4 + 2v2

1) Calculer x?, en déduire le module et un argument de x.

‘1o . - 11 . 11
2) Déduire de la question précédente les valeurs exactes de Cos Tﬂ etSin Tn.

Solution

x=—Va-2vZ-ifa+2v2 = - (V4-2V2+ /4 +2V2) (1)




1) Calculons x?

X2 = (\/4 — z\/E)2 - (\/4 + zx/E)2 + 2i(\/4 —2V2V4 +2v2)
=4-2V2-4-2V2+2iV16 -8
= —4V2 + 4iV2 = 4/2(-1 +0).

Déduisons-en le module et un argumente de x.

Posons xy = V4 —2vVZ +iv4+2V2;0na:x = — Xp
xo2 = W2(-1+1i) = 8(60s‘%"+ iSin?jT")

Donc xg = 2\/7(603%”+ iSin%“).

Orx=—xy & x= 2\/7(603(%”+11)+i5in(%“+11)>

S _ 11n . o 11n
D'oiix = 22 (Cos (T) +1iSin (T)) (2).
Alors |x| = 2v/2 etun argument de x est 1;—“.

2) Valeur exacte de Cos (%T) et Sin (%)

Des écritures (1) et (2) de , il vient : ZﬁCosnT" = Vi 22 o CosllT" _ - Zz_ﬁ
Enoncé 2

Soit un polynome P(z) = 2z3 — 4z + 4, (4 € R). On considére I'équation (E) : P(z) = 0
1) a) Montrer que si (E) admet une solution complexe z, alors Z, est aussi solution de
(E)

b) En déduire que I'’équation (E) admet au moins une solution réelle. On ne demande
pas de la déterminer.

2) a) Déterminer A pour que I’équation (E) admette comme solution réelle v2
b) Résoudre I’équation (E) pour lavaleur 4 = 0
3) Ondonne 4 = 8.
a) Vérifier que 1 + i est une solution de (E)
b) Résoudre alors I'équation (E)

c) Déterminer le module et un argument a chaque solution de (E).




Solution
P(z)=2z3 — 4z + A etsoitP(z) = 0
1)a)Montrons que sil’équation (E) admet une solution alors; Zg est aussi solution.

Supposons que zg est solution de (E) c’est- a- dire 2z¢3 —4zy + 1 =0

P(Zg)=2Z¢° — 4Zg + A = 2243 — 4z + A = 22,3 — 4z, + 1=0, donc Z, est solution
de (E).

b) zy et z, sont solution de I'équation (E). Puisque (E) est un polyndme complexe a
coefficients réels et de degré 3, alors elle admet au moins une solution réelle.

2) a) Pour que V2 soit solution, il faut que P(v/2)=0.
Ainsi,P(VZ)=2(V2)' ~4VZ+1=0 = 1=0

b) Résolvons (E) pour 4 = 0.
Ona:2z°-4z=0=2z(z2-2)=0=z=00uz=+20u z=—2.
Donc les solutions de I’équation sont : 0; \/E; —V2.
3) Ondonne 4 =8

a)Vérifions que 1 + i est solution de (E).

P(1+i)=2(1+i)3*-4(1+i)+8=4i(1+i) —4—-4i+8 = P(1+i)=0,donc1+i
est solution de (E).

b) Résolution de (E).
- Factorisation: 223 —4z+8=(z—1—-1i) (Zz2 +2(1+i)z—-41 - i))

-Equation:2z2 +2(1+)z+2(1+)z—-4(1-i)=0=z*+(1+)z—-2(1-i) =
0

A =8 —6i. et = a + iblaracine carrée de A

a’?—-b*>=38 a’?=9 a=3oua=-3
|A] = V64 + 36 =10, ona:{a2+b2:1o<:>{b2:1@{b=1oub=—1 =
ab<0 ab <0 ab <0
60=-3+i
ou
6=3-1i
Donczy; = ——3* = etz =30

2
Les solutions de I'équation (E) sont:—2; 1+ i;1 — i
¢) Module et argument de chaque solution de (E)

zog=-2; |zo| =2etarg(zg) =7




z3=1+1; |z;| = VZetarg(zy) =5
2 =1—1i;|z,| = VZetarg(z;) =
Enoncé 3

a) C estl’ensemble des nombres complexes. h est une application de C dans C telle que
h(z) =w.Onposez = x+ iyetw = u + iv ol u et v sont deux réels exprimés en
fonction de x et y.

i) Déterminer w tel que h(z)=iz* — Z

ii) On donne u = x + y et v = x — y. Exprimer h(z) en fonction de z.

b) Soient x,y et z des éléments de C telsque |x| = |y| =|z|=1;x+y+z=1.
Montrer que % + % + % =1.

Solution

a) C estl’ensemble des nombres complexes. h est une application de C dans C telle que
h(z) =w.Onposez = x+ iyetw = u + iv ol u et v sont deux réels exprimés en
fonction de x et y.

i) Déterminons w tel que h(z)=iz? — z
w=h(z) =iz* -z
u+iv=ilx+iy)? - (x —iy)
=—x—-2xy+i(x>* —y*+y)
w =—x—-2xy+i(x*—y%+y)
ii) Déterminons h(z)
u=x+yetv=x-y
w=hZ)=ut+iv=x+y+ilx—y)
=x—iy+i(x—1iy)
=1+ —iy)
D'ouh(z) = (1 + i)z
b) Montrons que i + ; + % =1

30, € R, x = CosO, + iSinf,
x| = |y| = |z| & {36, € R,y = CosB, + iSind,
393 € ]R,Z = C0303 + iSin03

X+y+z=x+y+2Z=(Cos0,+ CosO, + CosO3) + i(Sinh, + Sinb, + Sinb3)




{Cos@l + Cos0;, + CosO3 =1
Sinf; + Sinf, + Sin63; =0

Ainsi:>+i+l=%+y+z=1
x y z
Autre méthode :

_ 1
etz =-

— 1 _
K =lyl=lzl=1ox=173= -

< IR

Donc:x+y+z=1ox+y+z=1=x+y+z=1

D’ou§+§+§= 1.

Enoncé 4

Au nombre complexe z de module 1, d’argument 8(0 < 0 < 1), on associe le nombre

z(z+1)
(z-D%

complexe z' tel que z' =
1) z' désigne le conjugué de z'.

Déterminer z’ en fonction de z. (on remarquera que Z = %).

z' peut-il étre un nombre réel non nul ?

2) a) Déterminer en fonction de g le module et un argument de z'.

b) En déduire la partie réelle X et la partie imaginaire v de z'.
z' peut-il étre un imaginaire pur non nul ?
Solution

|z| = 1.z = CosO + iSin@,0 < 0 < m,z' = z(z+1)
(z-1)2

1) Déterminons z' en fonction de z

= _ Z(z+1) _%GH) _ z+1
G T T

z

.y 71— z+1  _ z(z+1) {ziletz+1:z(z+1)
Z'réel 2z =2 @(2_1)2—(2_1)2(: 7= —1

Orz=[1;0],avec0<O<me=z+ -1
Donc z’ ne peut pas étre un réel non nul.
2) a) Modules et arguments des nombres complexes donnés .
> z+1=Cos6 + 1+iSin@ = 2Cos? + 2iSin; Cos
— 2C0s®(Cos®+ isin®
= ZCOS2 (Cos2 + iSin 2)

6 ... 0 0
2(Cos5+lSlnE)CosE




= i =° 9 T
Donc: |z + 1| = CosEetarg(z+1) =,Cos; € [0,2[

> z—1=Cos0—1+iSin0 = —zsng+ 2iSin§Cos§
.8 ., 0 0
= ZSlnE(—SmE+ lCOSE)
_ , 0 0 = p 0 =
= ZSmE(cos (5 + E) + iSin (5+ 5))

Donc: |z —1| = ZSingetarg (z—1) =§+

N]

> (z—1)% = 4Sin? g (Cos0 + T) + isin(0 + 1)
Donc: |z — 12| = 4Sin? g etarg[(z—1)’] =0 +m.
b) Module et argument de z’

ona:|z| =1letarg(z) = 0,|z+ 1| = ZCosgetarglz + 1| =g ;

Donc: |z(z + 1)| = Cosg etagrlz(z+1)| =0+ g = ?
0
. |z+D| _ Cosz [z(z+1)]_ﬁ _ e
Donc: -2 zsng (z-1)2]" 2 (8+m) = 2 .
Cos2 0
On en déduit que |z'| = 25in229 etarg(z)= ST
2

¢) Déduisons-en la partie nulle x et la partie imaginaire Y de z’

z' =X+iY = Cosg (Cos (g—n)+i5in(g—n)>

0
in2Y
2Sin 2

— 2 2 YA . — 2 — 2
=———%" s dou: X =———=5% =——%
2Sin4> ZSlnE 2Sin4; ZSmE
0
—CosE =0
z' imaginaire pur non nul & 0 impossible
Cosz =0

Donc: z' ne peut pas étre imaginaire pur non nul.

Enoncé 5

1.a) a € [0; 2m[. Résoudre dans C I'équation (E): z2 — 2%*1 (Cosa)z + 224 = 0
Donner chacune des solutions sous forme trigonométrique.

b) le plan complexe est muni du repére orthonormé direct (o; i; 7; ). A et B les points
images des solutions de E.

Déterminer a pour que le triangle OAB soit équilatéral.




Les points A, B et C ont pour affixes respectives 1 + 2i,2 +iet2 ++/3 + i(l + \/§)

Démontrer que le triangle ABC est rectangle en B et déterminer une mesure de chacun
des angles BAC et ACB.

Solution
1.a) a € [0; 2m[.
(E):z% — 2%*1 (Cosa)z + 22 =0
Ona:A' = (2%Cosa)? — 2%% = 22%(Cos’a — 1)
A' = —(1 — Cos?’a)22*
A = —(Sin*a)22%® = (i2%Sina)?
Donc:
z =:2%Cosa + i2%°Sina = 2*(Cosa + iSina)
z' =:2%Cosa — i2°Sina = 2%(Cos(—a) + iSin(—a))
S={2%(Cosa + iSina); 2%(Cos(—a) + iSin(—a))}

b) Valeur de a pour que OAB soit équilatéral

7 . 7 Zog—Z i +£
OAB est équilatérales 22— = e'(—3)
Z0—ZA
aia T . L T
Ona: 2 = e*ls & 20 = ¢'3
qae-t®

<:>2a=i§+2kn,kez

<:>a=+%+kn,kez

a € [0; 2m|, les valeurs correspondantes sont : %; 5?"; 7?”; 11?11.
2) A(1 +2i), B2 + 1), € (2 + V3 +i(1+3)).

Ona:=%8 = _j\/3

"zp-zp

Alors : mes(ﬁ, ﬁ) =arg % = _7” + #2m, donc ABC est un triangle rectangle en B.
AT4B
mes(AB,AC) = arg (%) =arg(1+iv3)
A—4B
= g +# 2w

mes(AB,AC) =~ etmesBAC ==

On en déduit que ACB = % (car mesABC = g)

Enoncé 6




1) Déterminer les éléments caractéristiques de la transformation T du plan d’écriture
complexe donné :

a) z' =iz+1
b) Z=1-iDz+1
c) z' = 1+h/_ z+ 2i

d) z/=-z + 2i
2) Déterminer I'écriture complexe de la similitude directe de centre Q et d’angle a.
a) Q1+ i),k = 2eta=2?"

b)n(1—i),k=2eta=§

3) Déterminer I'écriture complexe de la similitude directe S définie par S(4) = A’ et
S(B) = B' avecA(3 +i); A’®; B(1) et B'(i)

Solution

1) Eléments caractéristiques des transformations

, iz . 1 1,
a)z' =iz+ 1= e2z + 1donc S est une rotation de centre Q tel que zo = —=;t3b

donc on écrit T=R(Q 2) avec Q (2 ;)

b) z’ = (1 — i)z + 1.S est la similitude directe de centre Q tel que zg =

1-1+i

de rapportk =2 et d’angle _T”'

, 1+u/_ 2i

0z z + 2i.S estla similitude directe de centre Q tel que zg = ——5 =

O]
4
i + 2i, de rapport k —|1+h/_| = -—etd’angle 8 = arg (1+h/_) g
d)z' = —z+ 2i = e'™z + 2i, S est donc la similitude de centre Q tel que z = %, de

rapport k =1 et d’angle m.
Enoncé 7

On considere I'application f du plan dans lui-méme qui, a tout point M d’affixe z =x + iy
x' =x—-yJ3

y =xV3+y—-+v3

1) Déterminer 'expression complexe de f et en déduire la nature et les éléments
caractéristiques de M.

associe le point M’ d’affixe z’ tel que :{

2) Déterminer I'image par f:
a) de la droite (D) d’équation y = —x/3

b) du cercle de centre O et de rayon 2




Solution

{x’=x—y\/§
Y =x3+y-+3

1. Expression complexe de f

Notons z' = x' + iy’ etz = x + iy

Z=x+iy=x—-y—-V3+i(x¥3+y—-V3)=x—-y—-V3+ixV3+iy—-iV3

Orz=x+iy=x=z—iyalorsz =z—iy—yJ3+iV3(z—iy) +iy—iV3
Z=z-yV3+ixV3-ivV3=(1+iV3)z—iV3
Nature et éléments caractéristiques

|1+i\/§| = 2erarg(1+i\/§) =§

f est donc une similitude directe de centre de centre Q tel que zg =

-iv3
1-1-iv3

1,de

rapport 2 et d’angle g

2.Image par f

a) De la droite (D) : y = —/3x

x, =x-V3 ,on en déduit en résolvant le systeme d’inconnues x et y
Y =V3x+y-V3
x=1x+ y’E +3
que 2 2 2
v3_, , 1., 3
y = —?x + Ey + Y
En remplagant x et y par leurs valeurs dans I'égalité y = —/3x,

V3
on Obtient_gx, +%y, -|-\/2—§ = —ﬁ(%x’ +y’7 +;>' donc yl — —\/§

L’image de la droite (D) est la droite (2”) d’équation y' = —/3.

Cette méthode permet de déterminer l'image par f d'une courbe quelconque
connaissant son équation cartésienne,

On peut également déterminer les images par f de deux points quelconques
distincts A et B de (D). Ainsi, I'image de (D) par f est la droite (A’'B") avec f(4) =
A'et f(B) = B'.

b) f étant une similitude de rapport2, I'image par f du cercle (€) de centre O et de rayon
2 estle cercle (C") de centre O’ = f(0) etde rayon 2 X 2 = 4, ou O’ (—i\/g).




Enoncé 8

Le plan complexe P est rapporté a un repere orthonormé. On considére I'application f
de P dans B qui, a tout point M d’affixe z associe le point M’ d’affixe z’ :

z'=(-3+4i)z+ 12 + 6i.
Déterminer la nature de f et trouver ses éléments caractéristiques.
Solution

L’expression complexe de f est de la forme z’' = az + b ; donc f est similitude indirecte
avec

a = —3 + 4i.Son rapportest |a| =5
Définissons f analytiquement. Posons z = x + iy et z' = x’ + iy’

x'=-3x+4y+12

Ona:x' +iy =(—3+4l)(x—ly)+12+6l(=>{y,:4x+3y+6 (D.

|a| # 1 donc f admet un point invariant I(xg, yg).

Xg = —BXO + 4'y0 +12

Yo = 4'x0 + 3y0 +6 < 1(0’ _3)

Ainsi {
Cherchons I'axe de la similitude.

La matrice de I'endomorphisme ¢ associé a f est d’apres la relation (1),

-3

S EEH

-3
5
4

5 5
négative Y, c’est-a-dire une symétrie vectorielle orthogonale par rapport a une droite

).
Cette droite (A) est ’ensemble des vecteurs u (i) invariants par ¥, c’est-a-dire

Y@) =u

. La matrice est celle d’'une isométrie vectorielle

VIlW vl s
Vi W vt

()=() = 2e-reo

L’axe (D) de la similitude f est donc la droite passant par I et de direction (A).

po

E/l

Il

8l
ml-lkml&
Uil w Gl

Alors une équation de (D) estdelaforme2x —y+c¢=0.
Orle(D)=3+c=0<c=-3.
f est donc une similitude indirecte de centre I(_os), de rapport 5 et d’axe (D)
d’équation2x —y —3 = 0.
- Une autre méthode pour déterminer 'axe (D) de f est de chercher 'ensemble des
points M du plan tels que IM' = 5IM.




Enoncé 9
Mémes questions qu’a I'exercice 3 avecz’' =iz + 1
Solution

f est une similitude indirecte de rapport |i| = 1; donc une isométrie affine négative,
c’est-a-dire un antidéplacement, composée d'une symétrie orthogonale par rapport a
une droite (D) et une translation de vecteur 1 (non nul ou nul).

Expression analytique de f
Posonsz = x +iyetz =x' +1iy'
xX=y+1

z=lz+1(=>{y,:x (D

N X 1, . , o .
Le systeme { n’a pas de solution. Donc f n’admet pas de point invariant.

Yo = Xo
Cherchons I'axe (D) de f.

0 1
1 o)

C’est la matrice d’'une symétrie vectorielle négative par rapport a une droite (A),

La matrice de 'endomorphisme ¢ associé a f est d’aprés la relation (1), (

— (x . . ) \ . =\ _ = 0 1 X _
ensemble des vecteurs v (yi) invariants par ¢, c’est-a-dire p(v) = v & (1 0) (yi) =

() =yi=x

La droite (D) cherchée est I'ensemble des points M(x, y) tels que MM € (D).
x1=x'—-x=y+1-x
y1=y -y=x-y
L’équation cartésienne de (D) estdonc: x —y=y+1—-x < 2x—-2y—-1=0

(D):2x—2y—1=0.(2)

D’apreés la relation (1), MM’ a pour coordonnées {

Le vecteur U de la translation est le vecteur MM’, M étant un point de (D).

. - : 1 1

Les coordonnées du vecteur u sont, compte tenu de la relation (2) : x; = — >t 1= S et
1
Yi=73

On en déduit que f est la composée d'une symétrie orthogonale d’axe (D) d’équation
1

2x — 2y — 1 = 0 et de la translation de vecteur u (E), vecteur directeur de (D).
2

Ces deux applications sont permutables.




EXERCICES D’ENTRAINEMENT DE LA COMPETENCE DE BASE 3 PREMIER
TRIMESTRE
CALCULS BARYCENTRIQUES

Exercice 1
Les affirmations suivantes sont-elles vraies ou fausses ? Justifier les réponses.
a) Le barycentre de n points du plan existe toujours et est unique.

b) Le barycentre de n points pondérés distincts A et B appartient a la droite (AB).

Exercice 2
Soient A, B, C et D, quatre points du plan, distincts deux a deux.

Monter que ABCD est un parallélogramme si et seulement si A est le barycentre des
points pondérés (B,1), (C,1) et (D, 1).

Exercice 3

Soient ABCD, un quadrilatére du plan. Notona I le milieu de [AC] et ] le milieu de [BD].

Fixons unréel £ > —1 et soeint les points K et L vérifiant les relations KA = —tKB et
LC = — tLD.

Notons également M le milieu de [LK].

a) Justifier existence du barycentre G des points (A,1), (B,1), (C,1) et (D, ¥).

b) Enregroupant les points de différentes facons, montrer que le point G appartient
aux droites (I]) et (KL).

c) Montrer que G coincide avec M.

d) Le plan est reporté a un repére orthonormé (O, , j). Exprimer les coordonnées de
M en fonction de £ et en considérant les points A(0,0), B(2,—1), C(3,3) et D(1,2).
Faire une figure représentant les points A, B, C, D, I, ], Ket M.

Exercice 4
Soient A et B deux points distincts, I le milieu de [AB].

Soit (d), la médiatrice de [AB]. Soit (C) le cercle de centre A et de rayon Al et (C")le
cercle de diametre [AB]. A tout point M, on associe le point M’, barycentre de (A,—1) et
(M, 2).Démontrer le lieu géométrique de M’ lorsque M décrit :

a) ladroite (AB)

b) la droite (d)
le cercle (C)

c) le cercle (€").




Exercice 5
Soit, dans I'espace E, quatre points A, B, C et D distincts deux a deux.

a) Montrer que ABCD est un parallélogramme si et seulement si, D est le brycentre
du systeme {(4,1), (B,—1),(C,1)}.

b) On suppose que ABCD est parallélogramme. Déterminer I'ensemble (S) des
points M de I’espace E tels que :
|MA — MB + MC|| = BD.

¢) On suppose maintenant que ABCD est un rectangle. Déterminer I’ensemble (S)
des points M de 'espace E tells que:
MA? — BM? + MC? = BD.

Exercice 6

On considere le triangle ABC du plan.

1) Déterminer et construire le point G, barycentre de {(4, 1), (B,—1), (C,1)}

2) Déterminer et construire le point G’, barycentre de {(4, 1), (B, 5), (C,—2)}

3) Soit ], le milieu de [AB].
Exprimer GG etﬁ en fonction de AB et AC puis en déduire I'intersection des
droites (GG") et (AB).

4) Montrer que le barycentre {(B, 2), (C,—1)} appartient a (GG").

5) Soit D un point quelconque du plan.
Soit O le milieu de [CD] et K le milieu de [OA].

a) Déterminer 3 réels a, b et c tells que K soit le barycentre du systeme
{(4,a),(D,d),(C,0)}.

b) Soit X le point d’intersection de (DK) et (AC).

c) Déterminer les reels a’ et ¢’ tells que X soit barycentre du syteme

{(4,a"),(C,c)}.

Exercice 7

Soit ABC un triangle. On définit les points H, K, L. et G par:
H estlalongueur du systéme {(4, 3), (B, 2))}

K=bar{(B, 2), (C,—1)}; L = Bar{(4,3),(C,—1)}

G = Bar{(H,5),(B,5),(C,—1)}.

a) Démontrer que : 3AB +2GB—GC =0
b) En déduire que:




1) Gestle milieu du segment [BL]
2) Gestle barycentre des points A et K affectés de coefficients que 'on
déterminera.

Exercice 8

ABCD est un rectangle tel que AB = 6.

a) Déterminer et construire I'’ensemble I'; des points M du plan tels que ||2m + WH =
|5MA + MB].
Démontrer que [BC] appartient a I';.
b) Déterminer et construire I'’ensemble I'; des points M du plan tels que ||2m +
MB|| = 24B.
Démontrer que le point B appartienta I, .
Exercice 9
Dans un repére orthonormé, on considére les points A(—1,2), B(3, 1) et C(2,4).
Calculer les coordonnées du barycentre G du systeme {(4, 2), (B, —1), (C, 3)}.
Exercice 10
Soit ABCD un parallélogramme et I le milieu de [AB].
Les droites (BD) et (CI) se coupent en un point coté G.

a) Montrer que GA+GB+GC=0

b-1) Construire le barycentre K du systeme de points pondérés (A,1), (B,1) et
(C—1).

b-2) Montrer que K est aussi le barycentre du systéme de points pondérés (G,3) et
(C,—-2).

c-1) Déduire de la relation (1) que A est le barycentre des points pondérés (D,1),
(G,3) et (C,—2).

c-2) Montrer que A est le milieu du segment [DK].
d) Déterminer et construire 'ensemble (E) des points M du plan tels que :
|MD + 3MG — 2MC|| = |[MA + MB||.

e-1) Pour quelle(s) valeur(s) du réel m le barycentre I,, du systéme (D, m), (G,3) et
(C—-2) existe-t-il ?

. = 1 —
e-2) Lorsque I,, existe, montrer que DI,, = mDK




. . . 1
e-3) Etudier les variations de la fonction : x — — et dresser son tableau de
i+x
variation (on précisera ses limites aux bornes de son domaine de définition sans

justification).

e-4) En déduire le lieu géométrique du point I,,, lorsque le réel m décrit 'ensemble

R\{—1}.

EXERCICES TYPES DE LA COMPETENCE DE BASE 3 DU PREMIER
TRIMESTRE ET SOLUTIONS
Enoncé 1

Considérons le systéme des points pondérés suivant :

s={(41),(B,-3),(C,4), (D, 1)}
a) Déterminer le poids total de ce systeme S.
Ona:1+(-3)+4+1=3
Donc S a pour poids total +3
b) Exprimer la fonction vectorielle de Leibniz associée a S

Solution
Considérons le systéme des points pondérés suivant :

§={(41),(B,-3),(C,4),(D,1)}.
a) Déterminons le poids total de ce systéme S.
Ona:1+(-3)+4+1=3
Donc S a pour poids total +3
b) Exprimons la fonction vectorielle de Leibniz associée a S

Ona:f(M)=1.MA—-3.MB +4.MC + 1.MD = MA — 3MB + 4MC + MD

Comme le poids § # 0 alors 7 est une bijestion.

Fixons le point O du plan (ou de I'espace).
Onaalors:f(M)zm—3mf+4-m+W

= (MO + 04) — 3(MO + OB) + 4(MO + 0C) + (MO + OD)
= 3MO0 + 04 — 30B + 40C + 0D

Donc 7(M) =3MO0 + f(O)

On a donc f(M)=6=>3W+52—3ﬁ+4ﬁ+53=6
D'olt OM =3 (0A — 30B + 40C + 0D)

Le point M du plan (ou de I'espace) tel que f(M) =0 estdéterminé par I'égalité :
Wz%(ﬁ—3ﬁ+4ﬁ"+ﬁ)




Enoncé 2
On consideére le systéeme{(4, —2); (B, 5}.
Construire le point G, barycentre de (4, —2) et(B, 5)puis determiner dans le plan muni

d’un repére orthonormé (o tJ’) le coordonnées du point G sachant que A (—71) et (g)
Solution
On consideére le systeme{(4, —2); (B, 5}.

Construisons le point G, barycentre de (4, —2) et(B, 5) puis determinons dans le plan
muni d’un repére orthonormé (o, t,J°) le coordonnées du point G sachant que A

-1 2
(F)et (3)
On sait que G = bar {(4,—2), (B, 5)} donc -2GA+5GB=0

Par application de la relation de Chasles, en fixant le point A ,on a :—2GA +
5(GA+ AB)=0 ©3GA + 5AB d'ott AG = > AB.

On construit donc le point G.

A B G

Déterminons les coordonnées du barycentre G des point pondérés (4, —2) et (B, 5).

On sait que si G est barycentre de (4, —2) et(B, 5) alors

_ ®aspxp _ S20CD45@) 12 _ g
a+p -245 3

c

__ @Ya+pyg _ —2(4)+5(3) _ -8+5 7
Yg a+p -2+5 +3 3

Donc G (4; g)

Enoncé 3

Soit a et B deux nombres réels non nuls. On donne dans espace affine euclidien quatre
points A, B, C et D deux a deux distincts.

Déterminer 'ensemble des points M du plan tels que : a(m. W) = B(m W)
Solution

Soit I le milieu de [AB] et ], le milieu de [CD]. Ona:

MA.MB = MI? — IA% et MC.MD = MJ? — JC?

Ainsi, «(MA.MB) = B(MC.MD)
& aMI? — BMJ? = alA? — BJC>.




Deux cas sont a distinguer:a— B =0eta— B+ 0
Premiercas:a— =10

MI? — MJ? = 1A% — JC?

& —2MI.Tj — IJ2=1A% - JC?

SMILI=3(C? - 142 - IJ?)

Donc:

— Sil# ], (E) estle plan orthogonal a (I]J) et passant par le point H de (I]) tel que:

—

HI.Ij =3 (JC? - 1A2 - IJ2.
— Sil=],ona:IA =]C.Si cette condition est réalisée, (E) est’espace tout entier ou
I'ensemble vide.
Deuxiemecas:a— B # 0

Soit G, le barycentre des points I et ] affectés des coefficients respectifs a et —f. La
formule de Leibniz donne : (a — B)MG? + aGI?> — BGJ* =0

(¢ — P)MG? + alA? — BJC* =0

1

2 _
MG " (a-B)

[a(IA* —1G6*) + BJG* — JC*)]

1
(a—p)

Posons k = = [a(IA? — IG?) + BUJG?* — JC?)].

Alors, (E) est la sphére de centre G et de rayon vk si k > 0 et (E) est I'ensemble vide si
k<O0.

Enoncé 4

Dans le plan, on considere un carré ABCD tel que AB = DC.
Soit O le centre du carré ; I et ] les respectifs de [AB] et [CD].

1) On considére G, le barycenter du systéeme {(4, 1); (B,—3); (C,1); (D,—3)}.
Déterminer G;.

2) a) On consideére G, le barycentre du systéeme {(4,1); (B,1); (C,—3); (D,—3)}.
Déterminer G, et le placer.

b)Déterminer 'ensemble des points M du plan tels que :
MA?*+ MA.MB — 3MA.MC — 3MA.MD = 0
Construire cet ensemble.

¢) Soitf, I'application du plan sur lui-méme qui, a tout point M fait correspondre le

point M’ défini par: MM’ = MA + MB — 3MC — 3MD. Reconnaitre et en donner ses
éléments caractéristiques.




EVALUATION
Exercice 1

Résoudre dans R3 le systéme d’équations linéaires suivant :

x—-y+z=2
—X+y+z=-2
—x+2y—z=1
Exercice 2

Soit F 'application du plan dans lui-méme qui, a tout point M d’affixe z, associe le point
M’ d’affixe z’ définie par :
z'=2z+3—-4i

1) Aestle point d’affixe =2 + i
a) Déterminer I'affixe du point A" = F(A)
b) Placer les points A et A’ dans le plan muni du repére (0; e;; e;)
2) Montrer que :
a) L’application F admet un unique point invariant Q dont on déterminera I'affixe w.
b) Démontrer que pour tout point M(z) dont I'image par F est M’'(z’), on a:
Z—w=2(z—w) (1)
c) Traduire vectoriellement la relation (1)
d) Reconnaitre I'application f
3) Soitz un nombre complexe tel que: [z + 2 —i| = 1.
a) Déterminer 'ensemble I' des points M d’affixe z vérifiant|z + 2 — i| = 1.
b) Quelle estl'imageI'" de T par F ?
c) Tracer sur la figure précédente les ensembles I et I''.

Exercice 3
Dans le plan (P), construire un triangle ABC isocele en A, de hauteur [AH], telle que AH =
BC= 4cm.

a) Construire, en justifiant, le point G, barycentre du systéle de points pondérés

{(4,2),(B,1),(C,1)}.

b) M est un point quelconque de (P). Montrer que le vecteur V=3MA-MB -

MC est un vecteur de norme 8.

c) Déterminer et construire I'ensemble des points M du plan tells que
|2M4 + MB + 2Mc]| = ||V

d) On consideére le systéme de points pondérés {(4, 2), (B,n), (C,n)} ou n est un
entire naturel fixé.




1) Montrer que le barycentre G,, de ce systeme existe quelque soit la
valeur de n.

2) Montrer que, pour tout entire naturel n, G,, appartient a [AH].
3) Soit I, 'ensemble des points M du plan tells que ||2m +nMB +

nﬁ” = n||V|| Montrer que I}, est un cercle contenant le point A, don’t on

précisera le centre et le rayon.
4) Déterminer la distance de AG,, en fonctionde n .

e) Quel est le comportement de G,,?




Difficultés rencontrées liées a la résolution de I'exercice

Evaluation de la compétence
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FICHE DE PROGRESSION

Trimestre | Période Contenus

CB 1: Analyse CB 2 : Algébre - Statistique - Probabilité CB3 : Géométrie

2 Janvier - Fonction logarithme - Structure algébrique - Transformations du plan et

au népérien applications affines
- Fonction exponentielle

10 Février népérienne

- Suites numériques - Dénombrement et Probabilités - Coniques
2 11Février
au

31Mars




Compétence de Base 1

Les modules d’intégration en mathématiques en classe de Terminale S Deuxiéme trimestre

Terminale S-CB1 : L’éléve doit pouvoir résoudre des situations-problémes significatives qui mettent en ceuvre les fonctions logarithme, les fonctions
exponentielles les suites numériques.

Objectifs d’apprentissage (Ressources)

Savoirs

Savoir-faire

Activités suggérées

Fonction logarithme

Définir la fonction logarithme.

Utiliser les propriétés algébriques de la fonction
logarithme.

Résoudre des équations et des inéquations avec In.
Utiliser les limites de référence.

Construire le tableau de variation de la fonction
logarithme.

Représenter graphiquement la fonction logarithme avec
les tangentes aux points d’abscisses 1 et e.

Calculer la dérivée des fonctions du type InOu.

Utiliser les fonctions logarithmes de base 2, a € R}, — {1}.

Etudier, sur des exemples, les fonctions faisant intervenir
la fonction logarithme et les représenter graphiquement.
Définir une fonction exponentielle.

Utiliser les propriétés algébriques de la fonction
exponentielle.

Résoudre des équations et des inéquations avec
exponentielle.

Définition de la fonction logarithme.

Utilisation des propriétés algébriques de la fonction
logarithme.

Résolution des équations et des inéquations avec In.
Utilisation des limites de référence.

Construction du tableau de variation de la fonction
logarithme.

Représentation graphique de la fonction logarithme avec les
tangentes aux points d’abscisses 1 et e.

Calcul de la dérivée des fonctions du type Inou.

Utilisation des fonctions logarithmes de base g, a € R}, — {1}.
Etude, sur des exemples, des fonctions faisant intervenir la
fonction logarithme et construction de leurs courbes
représentatives.

Définition d’'une fonction exponentielle.

Utilisation des propriétés algébriques de la fonction
exponentielle.

Résolution des équations et des inéquations avec




- Fonction
exponentielle
népérienne et
fonction puissance

- Suites numériques

Utiliser les limites de référence.

Construire le tableau de variation de la fonction
exponentielle.

Représenter graphiquement la fonction exponentielle
avec les tangentes aux points d'abscisses O et 1.
Calculer la dérivée des fonctions du type expou.
Etudier, sur des exemples, les fonctions faisant intervenir
la fonction exponentielle et les représenter
graphiquement.

Etudier les fonctions puissances

x+— a*(a € R} —{1}),x — x“et les représenter
graphiquement

Utiliser le raisonnement par récurrence pour démontrer.
Etudier les variations d’'une suite numérique (suites
récurrentes et suites définies de facon explicite).
Etudier les suites arithmétiques et géométriques.
Calculer la somme de n premiers termes d’une suite
arithmétique ou géométrique.

Etudier la convergence des suites numériques.
Représenter graphiquement les termes d’une suite
numérique et conjecturer son sens de variations et sa
convergence.

exponentielle.

Utilisation des limites de référence.

Construction du tableau de variation de la fonction
exponentielle.

Représentation graphique de la fonction exponentielle en
précisant les tangentes aux points d’abscisses 0 et 1.

Calcul de la dérivée des fonctions du type expou.

Etude, sur des exemples, des fonctions faisant intervenir la
fonction exponentielle et construction de leurs courbes
représentatives.

Etude des fonctions puissances

x— a*(a € R; — {1}), x — x%et leur représentation
graphique

Utilisation du raisonnement par récurrence pour démontrer.
Etude des variations d’'une suite numérique (suites
récurrentes et suites définies de fagon explicite).

Etude des suites arithmétiques et géométriques.

Calcul de la somme de n premiers termes d une suite
arithmétique ou géométrique.

Etude de la convergence des suites numériques.
Représentation graphique des termes d’une suite numérique
et conjecture de son sens de variations et de sa convergence.




Compétence de Base 2

Terminale S -CB2 : L’éléve doit pouvoir résoudre des situations-problémes significatives qui mettent en ceuvre les structures algébriques et les probabilités.

Objectifs d’apprentissage (Ressources)

Savoirs

Savoir-faire

Activités suggérées

- Structures algébriques

» Groupes

> Anneaux

» corps

Montrer qu’'une partie d’'un ensemble est stable par une
loi de composition interne.
Définir un sous-groupe et démontrer qu'une partie non
vide d'un ensemble est un sous-groupe.

Définir un anneau.

Démontrer qu'un ensemble muni de deux lois est un
anneau.

Effectuer des calculs dans un anneau.

Définir un corps.

Démontrer qu'un ensemble muni de deux lois est un
corps.

Preuve de la stabilité d'une partie d'un ensemble par une
loi de composition interne.

Définition d’un sous-groupe.

Démonstration de la structure de sous-groupe d’une partie
non vide d'un ensemble.

Définition d’'un anneau.

Démonstration de la structure d’anneau d’'un ensemble
muni de deux lois.

Calculs dans un anneau.

Définition d’un corps.

Démonstration de la structure de corps d’'un ensemble muni
de deux lois.




Probabilités
» Dénombrement

(rappel)

> Calcul de
probabilité

Dénombrer un ensemble fini.

Utiliser la formule du bindme de Newton.

Définir une probabilité.

Calculer la probabilité d'un événement.

Calculer les probabilités conditionnelles et définir les
événements indépendants.

Définir la loi de probabilité d'une variable aléatoire.
Calculer I'espérance mathématique, la variance et
I'écart type d'une variable aléatoire.

Calculer la probabilité d'un événement en utilisant la
loi binomiale.

Dénombrement d’'un ensemble fini.

Utilisation de la formule du bindme de Newton.
Définition d'une probabilité.

Calcul de la probabilité d’'un événement.

Calcul des probabilités conditionnelles et définition des
événements indépendants.

Définition de la loi de probabilité d'une variable aléatoire.
Calcul de I'espérance mathématique, de la variance et de
I’écart type d'une variable aléatoire.

Calcul de la probabilité d’'un événement en utilisant la loi
binomiale.




Compétence de Base 3

Terminale S -CB3 : L’éléve doit pouvoir résoudre des situations-problémes significatives qui mettent en ceuvre les transformations du plan, les applications
affines et les coniques.

Objectifs d’apprentissage (Ressources)

Savoirs Savoir-faire Activités suggérées
- Transformations du - Décomposer des isométries. - Décomposition des isométries.
plan et applications - Décomposer une isométrie en un produit de deux - Décomposition d’'une isométrie en un produit de deux
affines transformations. transformations.

- Définir une symétrie glissée. - Définition d’'une symétrie glissée.

- Caractériser géométriquement une symétrie glissée. - Caractérisation géométrique d'une symétrie glissée.

- Déterminer géométriquement la nature et les - Détermination géométrique de la nature et des éléments
éléments caractéristiques d’'une isométrie caractéristiques d’'une isométrie connaissant ses points
connaissant ses points invariants. invariants.

- Classifier les isométries. - Classification des isométries.

- Déterminer I'expression analytique d’'une - Détermination de I'expression analytique d’'une
transformation. transformation.

- Définir une application affine. - Définition d’une application affine :

.al'aide de trois points et leurs images ;
.al'aide d’'une application linéaire associée, d’'un point et de

- Utiliser les théorémes de la composée des son image.
applications affines. - Utilisation des théorémes de la composée des applications

- Déterminer la nature et les éléments caractéristiques affines.
d’une application affine définie par son expression - Détermination de la nature et des éléments caractéristiques
analytique. d’une application affine définie par son expression

- Déterminer les images d’'une droite, d'un cercle, ... a analytique.

'aide de I'expression analytique d'une application




affine.

- Déterminer géométriquement une application affine
et construire I'image d’une figure simple par cette
application.

- Utiliser les propriétés de conservation des
applications affines pour démontrer un alignement de
points, un parallélisme, ...dans la résolution de
problémes de construction et de lieux géométriques
des applications
f1E—>IR

n 2 .
M—>fM)=) (quAi ] ’
i=1
MA

f(mM) = mes(ﬁ\m).

- Définir une conique.

- Reconnaitre une conique a partir de son équation.

- Construire une conique a partir de sa définition.

- Déterminer les équations paramétriques d'une
conique.

- Déterminer les équations de tangentes.

- Déterminer les éléments caractéristiques d'une
conique connaissant son équation.

- Déterminer I'image d’une ellipse par une affinité.

Détermination des images d’une droite, d'un cercle, ... a
I'aide de I'expression analytique d’'une application affine.

Détermination géométrique d'une application affine et
construction de I'image d’une figure simple par cette
application.

Utilisation des propriétés de conservation des applications
affines pour démontrer un alignement de points, un
parallélisme, ...dans la résolution de problemes de

construction et de lieux géométriques des applications
f1F —>IR

M —> (M) = é(aiMAiz} ;

fom =35
fm) = mes(ﬁ\ﬁ).

Définition d’'une conique.
Reconnaissance d'une conique a partir de I'une de ses
équations.
Construction d’une conique a partir de sa définition.
Détermination des équations paramétriques d'une conique.
Détermination des équations de tangentes.
Détermination des éléments caractéristiques d’une conique
connaissant son équation.




Coniques

Régionner un plan a partir d’'une conique.

Donner une définition bifocale d’'une conique a centre.
Déterminer I'équation d’'une hyperbole rapportée a
ses asymptotes

Détermination de I'image d’une ellipse par une affinité.
Régionnement d’un plan a partir d'une conique.

Définition bifocale d'une conique a centre.

Détermination de I'équation d’'une hyperbole rapportée a ses
asymptotes




PARTIE DESTINEE A L’ELEVE
FICHES DE DEVELOPPEMENT DES COMPETENCES DESTINEES A L’ELEVE

Orientations :

1. Suivre minutieusement les horaires des séances de développement des
compétences prévues dans I'emploi du temps ;

2. Exploiter par ordre les fiches de développement des compétences ;

3. Traiter dans I'ordre les exercices en lien avec chaque compétence ;

4. Relever toutes les difficultés rencontrées lors du traitement des exercices ;

5. Participer aux séances de développement de compétences (Call Center) ;

6. Noter tous les conseils et orientations des enseignants.
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Les lecons de la compétence de Base 1 du deuxiéme trimestre
Lecon : Fonction logarithme

SEQUENCE 1

Définition et propriété

Objectifs

- Définir la fonction logarithme népérien ;
-Enoncer les propriétés caractéristiques

Définition et propriété
Définition

On appelle fonction logarithme népérien, la primitive de la fonction é ), définie continue

et dérivable sur R}, et qui s'annule pourx = 1.

On la notelogx (ou Inx).
Donc(Inx)' = % sur]0; +oof.

Propriétés de la fonction In.
Propriétés caractéristiques

L’ensemble de définition de la fonction In(x) est: Dy, =]0; +ool.
In1 = 0;1In’'(x) =§

Soit U(x) une fonction numérique dérivable sur R, on a:
In[U(x)] est définie  U(x) > 0;

In |U(x)| est définie & U(x) # 0.

Exemples
f(x) =In(—2x + 5).
f estdéfiniee —-2x+5>0 © 5> 2x @x<§,xe]—oo;g[
D 5

=| — oco: —|.
f ] ’ 2[
f(x) =In|—2x + 5|
f estdéfiniee —2x+5+0 ©2x#5 @x;t;

5 . 5 15

szR\{E},smth :]_OO;E[U]E;-I_OO[
Deméme,sif(x)=x—2—ln(xT_1),festdéfinie<:>%l>Oetx;tO.

. . ) L . -1
Déterminons I’ensemble de définition de f dans un tableau de signes de xT




x — 0 1 400
x - + +
O
x—1 - - o +
+ _ +

f est définie < 1o 0etx+ 0, donc. Dy = |—00; O[U]1; +oo[
X

SEQUENCE 2
Propriétés algébriques de In
Objectif

Enoncer les propriétés algébriques de la fonction In

Propriétés algébriques

Soit(a, b) € R etn un entier naturel.

In(a x b) = lna + Inb.

Exemple : In(6) = In(2 x 3) = [n2 + In3.

In (%) = lna — Inb car In (%) = Ilna + ln% = Ilna + Inl1 — Inb = lna — lnb,
Dong, In (%) = Ina — Inb.

En particulier,

lni =1In1 - lna = 0 — lna, donc ln% = —lna.

Ina™ = nlna (n € N).

Démontrons par récurrence que Vn € N, Ina™ = nlna.

La proposition est vraie pour n = 0. En effet,ona:

Ina® = In1 = 0 ou encore Ina® = 0lna = 0, a > 0. Vraie.

Supposons que la proposition est vraie pour un entier naturel k arbitraire, on a:
Ina* = kilna Vraie.

Démontrons que la proposition est aussi vraie pour k + 1.
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Ona:lna**! = In(a* x a) = Ina* + Ina = kina + Ina = (k + 1)Ina.
Ina**! = In(a* x a)
La proposition est vraie pour k + 1.

Conclusion: Vn € N, lna™ = nilna.

Exemples

1
1) InVa = Inaz.
1
2) InY/5 = In53 = In.
Remarque :

La fonction logarithme népérien est un isomorphisme du groupe multiplicatif des réels
positifs (R},X)sur le groupe additif des réels (R, +).

Le calcul des images de certains nombres réels par le logarithme népérien donne par
exemple des valeurs approchées :

In2 = 0,693; In3 ~ 1,098; In5 = 1,609; In7 == 1,946; In11 = 2,398; In13 =
2,565.;

Il existe un nombre réel x compris entre 2 et 3 tel que Inx = 1. Ce nombre est noté e et
appelé base du logarithme népérien: Ine = 1 ete~ 2,718281828.

Ine* = xlne = x, car lne = 1.

e!"* = x donc lne* = e!™ = x.

SEQUENCE 3

Equations et inéquations faisant intervenir In
Objectif

Résoudre les équations comportant in
Propriétés

Soient a et b deux réels strictement positifs
Ina =Inb < a=b;

Exemples

Soit a résoudre dans R, les équations :

(Ey): In(—2x+ 3) = In(x + 4)

(E,): In (i i 1) —1

(E3): (Inx)?> —6(lnx) +5=0




Solution
(Ey): In(—2x+3) = In(x + 4)
Posons les contraintes sur l'inconnue x :
(Eq) ne peut étre résolue quesi—2x+3 >0etx+4> 0 x < % et—4 < x.
x €] — 00; >[ etx €] — 4; +oo]
Ainsi, le domaine de validité de (Eq) est: D, =] — 4; % [.
Résolution de (Eq).
1
(E)): n(—2x+3)=Iln(x+4) e 2x+3=x+4e3x=-1x= —3
. 1
,Soit S={— 5}

(E,): In (i i 1) —1

Contraintes sur x.

1 Oetx # 1
x—1

Dans le tableau de signes, on a:

x o -1 1 400
x+1 _ + +
O
x—1 — — S 7t
x+1 + _ +
x—1

Donc, D, =] — o0; —1[U]1; +oo.

Résolution de (E5):

On sait que Ine=1, donc In (E) =1 In (E) =lne e i—: =e

ext+l=ex-Deox=—=—.




271841 _ 2,164 et2,164 € D, , alors S = {5
2,718-1 et

(E3): (Inx)? —6(Ilnx) +5=0

Poure = 2,718,0ona .:x =

Posons les contraintes sur l'inconnue x :
(E3) ne peut étre résolue que si x > 0, donc D,, =]0; +oo.
Résolution :

Posons X = Inx ;I'équation devient
X2-6X+5=0oX-1D)X-5=0e(nx—-1)(Inx-5=0=Inx—1=
Ooulnx—-5=0<Inx=1oulnx =5 < e™ =elou elnx = g5,

Comme e!™ = x,alors x = e ou x = €%, soit S={ e; €%}

SEQUENCE 4

Inéquations faisant intervenir In.

Objectif

Résoudre les inéquations comportant In
Propriété

Ina <Ilnb < a<b;

Exemple

Soit a résoudre dans R, les inéquations :
(I): In(—x+3) > In(x + 4)

(I;): In(x—1) <In(3—x)

(I3): In(5x2 +9x—-1) >0

Solution

(I): In(—x+3) > In(x + 4)

Posons les contraintes sur l'inconnue x :

(I1) ne peut étrerésoluequesi—x+3>0etx+4>0= x<3et—4<x.
X E]—oo; 3[ et x €] — 4; +oo].

Ainsi, le domaine de validité de (I;) est: D,, =] — 4; 3][.

Résolution de (I4).

(I): ln(—x+3)>ln(x+4)@—x+3>x+4<:>2x<—1<:>x<—%,
soitx €] — oo; —%[
1

D, =] - 4;3[ etx €] — oo; —3 [alorsS =] — 4;— .

(I;):In(x—1)<In(3 —x)




Posons les contraintes sur l'inconnue x :

(I,) ne peut étre résolue quesix —1>0et3—x>0=x>1et x < 3.

X €]1; +oo[ et x €] — o0; 3.

Ainsi, le domaine de validité de (I,) est: D,, =]1; 3.

Résolution de (I).

I)):In(x—-1)<InB-x)eox-1<3-xo2x<4© x<2,s0itx €] — ;2]
D, =]1;3[ etx €] — ; 2[,alors § =]1;2].

(I3): In(x? +9x—1) =0

Posons les contraintes sur l'inconnue x :

(I3) ne peut étre résolue que si 5x% + 9x — 1 > 0.

( -9-vio1
17710
5x2+9x—1=0s
_ —9+vi01
=710
. —9—V101 . - —9+V101
X €] — oo; o [U] o ; +ool.
Ainsi, le domaine de validité de (I3) est: D,, =] — oo; _9_1\(/)m [U] _9+1\(/)m; +oo].

Résolution de (I3).
(I3): In(x?+9x—1)=20e In(x?+9x—-1)=>mleox>+9x—1>1

ox24+9x—-2>0

-9 —-+v121 -20 2
x1= = = —
X24+9x-2=0& 10 10
_—94vI2T_ 2 1
=790 10 5

1
5x2+9x—220<:)5(x+2)(x—§)=(x+2)(5x—1)20

Dans le tableau de signes, ona:

(x+2)(5x




§' =] —oo; —2[U]%; +oo[

Alors S=S'nD,

SEQUENCE 5
Etude de la fonction logarithme népérien
Objectif

Etudier les limites de la fonction logarithme népérien

Etude de la fonction logarithme népérien
La fonction logarithme népérien est définie dans R} et a valeurs dans R.

In:R; - R, soit In:]0; +oo[—] — o0; +o0.

Limites aux bornes 0 et +o
Soit f(x) = In(x)

lim f(x) =+

X—>+0

lim f(x)=limInx=—o0
x—=0" x—=0
Démonstration

Posons : X:l:x:L
X

si x—07, X —+o0

. . 1 . .
lim In(x) = Jim In) = fim (in1 10 X)= Jim (=10 X) = o0

lim In(x) = —o0
Donc, -0

La droite d’équation x = 0 est asymptote verticale a la courbe de f.

lim f(x)=+0 P
Comme x>+ alors la courbe de f admet une branche infinie en +oo.

’ f(x) i Inx +oo
o T T T [ (Forme indéterminée).




D =]0;+0[=0<Inx<x

Inx

1
S 0=<Invx<Jx < 0<Inx2 <+/x
= 0<tlnx<vVx & 0<Inx<2Vx

Inx  2x Inx 2
SO0<—=<—0<—=<—F—

X X X \/;

. In
lim — —0:>hm—x=0 hmf(x)zo
X—>+0 \/_ x>+  x SOlt X+ x

La courbe de f admet une branche parabolique de direction celle de (OI).
Limite en 0
lirg (xInx) =0x(—00) (Forme indéterminée)

Levons l'indétermination.

Posons : X=l:>x=L

x
si X0, X =00
. .1 1 In X . InX
}L%lxlnx—thlw?ln}—xhglw}(lnl—ln)()— hm (——) 0 car Xh_)n}wT—O

limxlnx=0

Donc, -0
En1l:
lim (1 *x) _Ii_0 (Forme indéterminée)
X—)O X
Posons f(x) =In(1 + x),x, = 0.
; 1
fe) = 1+x
En utilisant la formule de la dérivation, on a:
IS _
0= f(x,)
X—)XO x x(]

f(xo) =0etf'(xo) =1




lim f(X) _f(xo) = lim ln(l + X) -0
X=X, X— xO x—0 xX—

=/'0)

lim In M =1
x—0 X

Démonstration
Posons f(x) =Inx,xy = 1.
f(xp) =f(1)=0

f@=1:f=r=1=1
X 0

tim LD =S i 0070y dome, g 127 -y

=% X=X, ol x—1 w1 x—1

SEQUENCE 6

Etude la fonction logarithme népérien

Objectif :

Etudier et représenter la fonction logarithme népérien

Etude de la dérivabilite

f(x) = Inx. f est définie, continue et dérivable sur ]0; +oo[ de fonction dérivée
1

fo=1

X

Vx € ]0; +oof, [f'(x) > 0, f est strictement croissante sur R;.

x—0”

lim In(x) = —o0 . lim f(x)=+ow
et x>+

La courbe de fcoupe 'axe (OI) au point A. Cherchons les coordonnées de A en résolvant
I’équation

f(x) =0.

f)=0esinx=0sInx=In1=x=1,A(1;0).

Tangentes particulieres

Tangente au point B(e; 1).

f'(x)=i=>f'(e)=%;f(e)=lne:1




Equations de la tangente en e.

My =f @G -e)+f&) =g (x—e) 1=
Alors (Tq):y = f

Tangente au point A(1 ; 0).

y = FDG~ 1)+ f(; f(1) = 0
y=fOE-D+fA1)=1x-1)+0=x-1

Alors (Ty):y=x—-1

Tableau de variation

x 0 1 - +00
f'(®) 1
+ 1 =+ =+
— 1
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SEQUENCE 7

Dérivée et primitives de In
Objectifs

- Calculer la dérivée de In

- Calculer les primitives de In
Dérivée de la fonction In|U(x)|

Soit U une fonction dérivable sur un intervalle I de R, et ne s’annulant pas sur L.

La fonction / le;lzagﬁ est dérivable sur I et pour tout x de |, f'(x) = %
Remarque :

vx € I,U(x) > Oet donc: |U(x)| = U(x); In'U(x) = lllj’((;)_

Vx € LU(x) < Oet donc: |[U(x)| = —U(x); In'U(x) = -U'(x) X%(x) = %

En particulier :

Soit U et V deux fonctions dérivables sur un intervalle I et ne s’annulant en aucun point
de L.

I—R I—-R

x~In|U (x) xV(x)| est x,_)';]'((xx))_'_';'((xig)-

La dérivée de

Propriété
Si U est une fonction dérivable sur un intervalle I et ne s’annulant pas sur |,

U'(x)

alors (In°|U(x)|)' = )

U étant une fonction numérique, In°|U(x)| = %ln[U(x)]2
Exemples
f(x) = In|5x — 1] = %ln(Sx —1)?

Ux)=5x—1)?=U'(x) =2(5)(5x — 1)

poo 1, 2x56x-1) 5

2 (5x—1)2 5x—-1

g(x) = In|5x — 3x — 2| = S In(5x* — 3x — 2)?
U(x) = (5x% —3x—2)2 = U'(x) = 2(10x — 3)(5x% — 3x — 2)
1 2(10x-3)(5x*—-3x—2) _ 10x-3

x) — —

2 (5x2 — 3x — 2)2 S 5x2-3x-2
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. U'(x)
Les primitives de T

U étant une fonction dérivable et ne s’annulant pas sur l'intervalle 1.

Une primitive sur I de U est la fonction : In|U(x)|+C (CE R).

U'(x) Primitive
Donc U — 7 i In|U(x)|.

(InUM)D(x) =In|U(x)| =In[Ux)]siU(x) > 0,Vx € I
(InUx)|)(x) =In|U(x)| =In[-U(x)]siU(x) < 0,Vx € I.

Exemples

x
x2-1

Déterminons une primitive sur ]-1; 1| de la fonction f: x —
festune fonction ratonnelle ; elle est continue sur Dy.
Dy = R — {—1;1} admet des primitives en particulier sur ]-1; 1[.

PosonsU(x) = x> —-1=U'(x) =2x = x = %U’(x)

En établissant le tableau de signe de x2—1,ona:

Sur]-1; 1[, U(x) < 0 et une primitive de %sur]-l ;10
est:>In[-U()]+ C (CE R) = F(x) =;In[-(x* - 1)]+C

= F(x) =3In(1 - x?)+ C (CE R).

Trouvons une primitive de la fonction f(x) = —xzz_xg_;z
2x—3
= = =
f(x) X2 —3x+2 ACY x-—1D(x-2)

festdéfinie © x €] — o0; 1[U]2; +oof




Tableau de signe

x°—3x +

Posons U(x) =x% —3x + 2
Vx €] — o0; 1[U]2; +oo[, U(x) > 0 et F(x) = In(x? — 3x + 2) + C (CE R).
vx €]1;2[,U(x) < 0 et F(x) = In(—x* + 3x — 2) + C (CE R).

SEQUENCE 8

Le logarithme de basea (a € R} /a # 1).

Objectif

Définir et étudier la fonction logarithme de base a
Le logarithme de base a

Soit a un nombre réel strictement positif et différentde 1 (a € R} /a # 1).
. : . 1
La fonction logarithme de base a, notée log} = e Inx

Ainsi, a* = m © lna* = Inm © xlna = Inm

Inm 1
= x=—=—XlInm=log"
lna Ina Ya

Donc logy estla fonction logarithme de base 10 (logarithme décimal).

! nx_ 1 ., ! !
= = = =
Oge lne lne nx Oge nx

log; estle logarithme népérien.

Propriétés caractéristiques

log! = 0etlog'® = ﬁ x In10 = ﬁ x Inx = log'® =1

Les propriétés caractéristiques et algébriques appliquées au logarithme népérien sont
également valable pour le fonction logarithme de base a.

Exemple d’étude de la fonction logarithme décimal

. o Cgaax 1
Soitla fonction: f(x) = log}, = — Inx.

o . Inrx 1 1 1
f est dérivable donc continue sur R} et f'(x) = = X == .
In10 In10 x xIn10




*

vx € R%, f'(x) > 0.la fonction f est strictement croissante sur R}.

Calcul des limites en O et en +oo.

1

xInx) = —oo
In10

lim £(x) = lim(
x—0" x—0"
lim f(x) = —o0
x>0

La droite x=0est1'asymptote a (Cp)

1 +00
Iim f(x)=lim(——xInx)=——=+4w
xa+oof( ) X4)+oo(ln10 ) lnlo
lil’Eof(X):-l-OO lim f(x):hm( 1 xln—x):O
= el x e nl0 x
lim £ _g
X—>+00 x

Donc la courbe (Cr) de f admet une branche parabolique de direction (OI). Puisque

log! = 0 etlog'® = 1, on en déduit le tableau de variation suivant

log'x

logi, 4o




SEQUENCE 9

Lecon : Fonction exponentielle népérienne

Définition et propriétés

Objectif

Définir la fonction exponentielle népérienne

Définition

Il existe une unique fonction f dérivable sur R telle f' = f et f(0) = 1.
Cette fonction est appelée fonction exponentielle notée exp.

Elle est la réciproque de la fonction logarithme népérien.
Elle est définie sur R et a valeurs dans R *;.

La fonction exponentielle est donc une bijection R vers R*;.
Propriété

Propriétés caractéristiques

VxeER expx>0 = e*>0;

e"=1ete! = e;

Ine* =xIne= Ine*=x = e =x;
exp(l)=eetex271828;

exp(V3) = e® ~5,62325

V(a,b)€ RX Rona: e*? =e® x e’
Démonstration
ettt = e x e? = In(e*™? ) = In(e® x e?) < (a+ b) Ine =Ine® + Ine’
< a+ b =alne+ blne
< a+b =a+b

Propriété algébrique
V(a,b)ERX R, Vre Qona:




oW o

e =el © a=b;

e <eP @a<b;
Ve R, e* >0;

-b _ 1, ja-b _€"
€ T eb € T eb
(e*)r =e"* .

SEQUENCE 10

Equations comportant la fonction exponentielle

Objectif

Résoudre les équations comportant la fonction exponentielle
Exemples de résolution des équations

Résoudre dans R, les équations suivantes:

3¢* +5-—=0;

e~ 1 =2;

et —\/¢ ;

282(x+1) _ 7ex+1 +3=0
Solution

3e* +5——==0<=>3(e")? +5e* —2=0
Posons X=e*,1'’équation devient 3X2+5X-2=0
A=25+24=49=72

—b— —bD— ex = _2
Xy =2 v Xp =2 \/Z=>X1=—ZJX2:1<:>{ * =3
2 2 3 e = 5
e* = —2 Solutionimpossible; e* = % <=>Ilne* = ln% <=>x=-1In3
S = {-In3}
el =2<=>me*! =ln2<=>x-1=mMm2<=>x=1+1In2
S ={1+1In2}

1
es* =\/e <=> Ines* =In\e <=> cosx =Inez <=> cosx=1/2 <=> cosxzcos%

<=>x= g +2km ou x= —g +2km (k€ Z)

VA T
s= {§ + 2kn; — +2kn,kez}

4,22+ _7ext1 L 3 =




On pose Y=e**1, I’équation devient

2Y? -7Y+3=0; A=(-7)? -4X 2 X 3=49-24=25=52 A=25=52

Y1 =7%5 et Y2:7T+5 ;Y1 =% et Y2=3 orona:Y=e*!
+1 _ x+1 =1 x+1 _ 1 — 1
=> {exx+1 =Yl {e 2 <=> {lne sy «—s {X1+ I=mn; _
e’ =Y2 el =3 Ine**! = In3 x2+1 = In3
{xl =-1—-1In2
Xy =—1+41In3

S={-1-In2;-1+I[n3}

SEQUENCE 11
Inéquations comportant la fonction exponentielle
Objectif

Résoudre les inéquations comportant la fonction exponentielle

Exemples de résolution des inéquations
Résoudre dans R les inéquations suivantes:
. e 1>,

2e?*+5e* —3< 0

2e* +1 >0

eX -3

Solution

e ls4 e x—1>hndesx—1>2ln2<=x > 1+ 2In2
S=]1 + 2In2; +o|

. 2e**4+5e* -3<0

Onpose X =eX X> 0, 2X2 +5X—3< 0, A=49

X1=-3 {x1:—3 ext > —

3
1
X1——3etX1—E,{ 1 14021 donc {exz < %

X2 =5 2

e < % < x2 < —In2; S=]—o0; —In2]

2e* +1
e* -3
2e* +1
eex_+3 >0 <e* —3>0doncx >1n3

S=]In3; +x]

> 0 Di= R /{In3}

SEQUENCE 12
Etude de la fonction exponentielle népérienne
Objectif




Etudier la fonction exponentielle népérienne

Etude des limites sur R
Soit f'la fonction définie sur R par f(x) = e*. L’ensemble de définition de f est R.
Limites aux bornes de Ds:

lim f(x)=xl_i)111mex =+0o0

X—+ 00

lim f(x)=lim e*=0

X——00 X—>—00

La droite d’équation y=0 est I'asymptote horizontale a la courbe de f
. e* . e* . X . 1 1

lim —= lim =lim —= lim Fx=—=+

x>+ X xo4oolne® xstoolnX x—+o00 > +co

lil:l % = +oo donc la courbe de f admet une branche parabolique de direction celle de
X—>+ 00

(o))
Etude de la variation de f
Sens de variation de f
fx)=e* =>f'(x)=e*
vVx €lR,e* >0; VxeR,f'(x) >0
fest strictement croissante sur R
(C¢) coupe I'axe (OJ) car xl_i)l_noof(x) =0et xETmf(x) = 400

f(0)=1; f'(0)=1; f(1)

Tableau de variation

f(x) + + +

f(x) +
. /




N.B : la courbe représentative de la fonction ex et la courbe représentative de la fonction
Inx sont symétriques par rapport a la premiere bissectrice (la droite (A) d’équation
y=x)

L’équation de la tangente a la courbe (C’f) est la droite (A") d'équation y = x — 1

Une équation de la tangente a(Cf) estla droite d’équation y=x+1.

lim xe* =0

x—>—00

Démonstration
lim xe* = lim (e* Ine*)==0
X—>—00 X——00
X _
lim&—=1

x-0 X




D
2)

3)

Démonstration

eX -1 e* —ef
lim = lim = exp’(0)=1
x>0 X x-»0 x—0 p( )

SEQUENCE 13

Primitives de la fonction u’(x) e*™®

Objectifs
- Calculer les primitives de la fonction u’(x) e*™
- Définir la fonction exponentielle de base a

Primitives de la fonction u’(x) e*®

U est une fonction dérivable sur I. 1a fonction
u'(x) e*™ admet pour primitive sur I, la fonction e*™® +c (c€ R)

Exemple
Soit f(x) = xe™*" . Trouvons F(x)
f est sous la forme f(x)= u'(x) e*® avec u(x) = —x* => u'(x)=-2x

1 _
F(x)=—ze * e
Fonction exponentielle de basea: a* ( a > 0)
Définition
Soit a un nombre réel strictement positif.
Pour tout nombre réel x, on a : ax =exlna.
On appelle fonction exponentielle de base a, la fonction : x +— ax

Exemples
e* estla fonction exponentielle de base e

10% est la fonction exponentielle de base 10 qui est la réciproque de la fonction log1o

(logarithme décimal).
La fonction exponentielle de base 1 est la fonction constante.
Propriétés
Va €lR";«VXxEIR ona:
Ina* = xlna, on en déduit les propriétés suivantes :

V(a,b) €IR"+tVxE RVY € R,ona:

o
a’
aY = 1/ay

aV=a*.a’
a.b)x= a* b*
(




(@) =a”
a x_ @
(b) T w

SEQUENCE 14

Etude de la fonction f,: x — a*
Objectif

Etudier la fonction f,

Etude de la fonction f, : x +—a*
Soit (Cy) la courbe représentative de f, (x) =a*/a >0eta* 1.

fa estdéfinieV x € R, donc:
Dfa= R.
Etude des variations de f,

Vx € R,on a: fi(x) = ax=> f(x)=exlna =>f,(x) = eu®

fa estdérivable sur R et fa’(x)=u’(x) e'® =f,'(x)=Ina exIa =(Ina.) ax
fa'(0) = (Ina) a*
le signe de f,’ dépend de Ina
or a # 1;ilyadonc 2 cas aconsidérer:
0<a<let a>1
lercas, 0 < a<l1
Ona Vx€lR, f, (x) <0,donc fiestdécroissante surlR

Limites aux bornes de Dfa
lim f, (x) =lim a* = lim e¥" = 0
Xo+00 xX—+00 x—+00

La droite d’équation y = 0 est I'asymptote horizontale a (Ca) en +oo
limf, (x) =lima* = lime*" = +

X—>—00 X—>—00

La courbe (Ca) admet une branche infinie en —oo
f,(0)=1etf, (1)=a

Recherche de la branche infinie en—oo

. fa' (x . aX . eXlna . eXlma
lim A _ lim —== lim = lim lna =400
x—o—0o X x——00 X x——co X xX——00 Inax

(Ca) admet en -0 une branche parabolique de direction celle de (0J)

X —00 0 1 + oo

£’ () + + +




f,(x) | + o

fi2(x) et fy,(x)

-4 -3 -2 -1 [0} 1 2 3 4 5 6

e

SEQUENCE 15
Etude de la fonction f,:x — a* (a>1)
Objectif

Etudier la fonction f,

2°cas:a>1

Ona Vx€ER, f, (xX) <0,donc fsestcroissante sur R
Limites aux bornes de Dy,
lim f, (x) =lim a* = lim e¥" = 0

X——00

Xo>—00 X—>—00
La droite d’équation y = 0 est I'asymptote horizontale a (C.) en -
lim f, (x) =lim a* = lim e¥" = +

X>—00 X—>—00 X—>—00

La courbe (Ca) admet une branche infinie en —co

fa (0)=1 et fa (1)=a

Recherche de la branche infinie en+oo

(X . aX . exlna . exlna
fa® _ Jim X= = lim = lim Ina =400
X—>+ 00 X xX—>+o00 X x>+ X X—>+0o nax

(Ca) admet en -co une branche parabolique de direction celle de (0])




|+ + +

/ 1 ‘ /
fa(x) 0 |

f3,2(x) et de fy/3(x)

6

o

IS

©

~

Suivant les deux cas étudiés on a la représentation suivante

fi2(x) et de f, (%)

Lecon : Suites numériques
SEQUENCE 16

Définition d'une suite numérique
Objectif
Définir une suite numérique.
Etude globale d’une suite numérique
Définition d’'une suite numérique
wN—>R
n — u(n)
On la note généralement(u,,), n € N. u(n) sera noté u,, et est appelé terme général de
la suite (u,).

On appelle suite numérique, toute fonction

Lorsque n varie, les nombres réels uy; uy ; uy; ... ;u,, sont appelés termes de cette suite.

e Une suite peut étre définie par une formule explicite de type fonctionnel qui permet

de calculer les termes de la suite u,, en fonction de n telle que :
u:N—R
n—ou,=3n+2




e Une suite peut-étre définie par son premier terme et une formule de récurrence telle

Uy = 1
: ; VneEN
que {un+1 =%un+3

Cette formule permet de calculer un terme en fonction du précédent

SEQUENCE 17

Suite minorée, majorée, bornée

Objectif

Définir une suite minorée, suite majorée et suite bornée
Définition

Soit(u,),, une suite numérique.

e (u,)n estdite minorée, s’il existe un nombre réel m tel que : pour tout entier

naturel n,ona:/m<u, |;

e (uy,)n, estdite majorée, s’il existe un nombre réel M tel que : pour tout entier

natureln,ona:|u, <M |;

e (u,)n estdite bornée, si elle est a la fois minorée et bornéei.e:|m < u, < M|

Les nombres réels m et M sont respectivement appelés minorant et majorant de(uy),.

Théoréme

En général, pour démontrer qu’une suite (u,,) est bornée, I'un des procédés ci-dessous
est utile.

e Encadrer le terme général de la suite (u,,) par deux nombres réels.
e Etudier la fonction f lorsque (u,) est du type u,, = f(n).
e Faire un raisonnement par récurrence.

SEQUENCE 18

Limite, convergence et divergence d'une suite numérique
Objectif

Calculer la limite d’'une suite et définir une suite convergente ou une suite divergente
Calcul de limites

Propriété




Soit(u,,), une suite définie par: u, = f(n) ou fest une fonction numérique. Si f a une
limite en +oo, alors (u,) a une limite etona: lim u,, = lim f(x).La réciproque est
n—-+oo X—+00

fausse.
Convergence et divergence d'une suite

Une suite (u,,) est dite convergentelorsqu’elle admet une limite finie () lorsque n —»
0.

Une suite (u,,) est dite divergentelorsqu’elle admet une limite infinie (o) lorsque n —
0.

Convergence d'une Suite arithmétique et géométrique.

Théoreme

=uy+nr

e Sir>0,alors: lim 1 Uy, = lim (nr) = +o0; (u,), est divergente ;

e Sir=o,alors: llm u, = u, lasuite (u,) converge donc vers u, ;

n—-+oo
e Sir<o,alors: lim u, = lim (nr) = —oo, (u,), est divergente ;
n-+oo n—-+o

2) Soit(u,),n € N, une suite géométrique de raison q et de 1¢" terme uy #

0,
e Si|q| > 1, alors la suite (u,) est divergente.
e Si|q| < 1, alors la suite (u,) est convergente.
e Si|q| =1, alors la suite (u,,) est stationnaire(u,, = ug)
Propriétés de comparaison
On considere les suites(u,,) ,(v,,) et(w,,) et l un nombre réel.
e Si(u,) et (v,) sont convergentes et si a partir d'un certain indice (rang), u,, < v,,

alors lim u, < lim v, ;

n-—-+oo n-+oo
e Sia partir d'un certain rang, u,, = v, et llm 1 vy = +0o0, alors limu,, = +oo
n—-oo
e Siapartir d'un certain rang, v, < u, <w,et limv, = limw, =1,
n—->+oo n-+oo
alors lim u, =1;
n—+oo
e Sia partir d'un certain rang, u,, < v, et lim v,, = —oo, alors lim u,, = —oo;
n—-+o n—-+oo

e Sila suite (v,) est telle qu’a partir d’un certain rang partir, on ait :

lu, — 1| <v,et llmv =0,alors lim u, =1
n-+oo

[1.3.3- Convergence d'une suite monotone

e Toute suite croissante et majorée est convergent ;

e Toute suite décroissante et minorée est convergente ;

e Toute suite croissante et non majorée diverge vers +oo

e Toute suite décroissante et non minorée diverge vers —oo

SEQUENCE 19




Sens de variation d'une suite numérique

Objectif

Etudier le sens de variation d’'une suite numérique.
Propriétés

Soit(u,,),n € N, une suite numérique. si Vn € N :

o U, < U,,q,alors la suite (u,) est croissante ;
® U, > U, alorslasuite (u,) est décroissante ;
® U, = U,,q,alors la suite (u,) est constante.

Méthode

Pour étudier le sens de variation d’'une suite numérique, 'une de méthodes suivantes est
admise.

e Comparer unet u, 1, ceci revient a étudier le signe de : u,, .1 — u,

U f s o
e (Comparer ;—“ et 1 pour une suite a terme positif.
n

Exemples
1) On donne la suite (u,,) définie par: u, = 2n — 3

Etudions le sens de variation de (u,,).
Ona:uyy —u,=[2n+1)-3]-(2n-3)
=2n+2-3-2n+3
Up1— U, =2>0
U,,1 > U, donc (u,)
est une suite croissante car, pour toutn,ona: u, = U, 1.

2) On donne la suite (u,,) définie par: u,, = %

Etudions le sens de variation de (u,,).

. N e u
(u,,) estune suite a terme positif, donc comparons Z” etl:

n

1
u 1 2n+2-2 1
Ona: n+l _ 2(n1+1) — X 2N = -1-—
Uun o 2n+2 2n+2 2n+2
n

<1

Un+1

=<1, c'est-a-dire u,,, < uydonc (u,) est une suite décroissante.
n

=2
3) On donne la suite (v,,) définie par: {vo _ .
V41 =Vp — 5

Etudions le sens de variation de (v,,).

Ona: vy —Vvp=wW,—5) —-v,=-5<0




Vpy1 < Up, donc (v,,) est une suite décroissante.

Remarque

e Une suite (u,) est dite monotone si elle est soit croissante, soit décroissante ;
e Une suite (u,) est dite stationnaire, si elle est constante a un certain rang.

SEQUENCE 20

Suites arithmétiques

Objectif

Définir et étudier une suite arithmétique.
Définition

Une suite (u,,) est dite arithmétiquelorsqu'’il existe un nombre réel r appelé raison tel

que pour tout entier natureln; ona: (u,,1 = u, + r | (Formule de récurrence)

D’une facon générale, pour tous entiers naturels n et p,ona:

|un = u, + (n — p)r|(Formule explicite)

Sip =0,alorsu, = ug+nr
Sip=1,alorsu, =u; + (n— )r
Sip=2,alorsu, =u; + (n—2)r
Remarque
Si a, b et c sont trois termes consécutifs d'une suite tels que b = aTJrC, alors b est la
moyenne arithmétique de a et c.
NB

Pour démontrer qu’une suite est arithmétique, il suffit de prouver que la différence
entre deux termes consécutifs est constante, i.e.: Uy, — U, =71, € N.

Exemples

1) Considérons la suite (u,,) définie par: {u _ 1.




On sait que (u,,) est une suite arithmétique de premier terme uy = 1 et de raison r = %
donc on peut exprimer le terme général u,, de la suite en fonction de n.
Onobtient:u, = yg+nr=1 +%n.
2) Soit (v,) une suite arithmétique de raison r = 2 et telle que ug = 9.
Déterminons la formule explicite de (v,,).
On sait que Vp < n, u,, = u, + (n — p)r.
Icionap =5etus =9etr =2 donc:
u, =u,+m—-pr
=ugs+(Mm—-5)x2
=9+ (n—-5)x2
u,=2n-1.
SEQUENCE 21

Somme des termes consécutifs d’'une suite arithmétique
Objectif
Déterminer la somme des termes consécutifs d'une suite arithmétique.

premier terme + dernier terme
2

Somme S des termes consécutifs = nombre X

Autrement dit, (u,,),, estune suite arithmétique, on a:

Uugtuy—1

(HOVneN, S, =ug+u;+u; ...+u, 1 =nx >

Uup+u,

(2)VneN, |S,=uy+u; +u, ...+un=(n+1)><T

uitu,

B)VneN,|S,=u; +u; + Uy =N X ——

n(1+n)

En particulier:1+2+3+4+ -+ n= >

Exemple

On considere la suite (u,) définie par:uyg = letu,,q = u, + 1.
Calculons la somme S, = ug + uq + - + u,.

Uy = 1

On sait que {un+1 —u, +1

La suite u,, est arithmétique de premier terme uy = 1 et de raison r = 1 donc de facon
explicite, u,, =1+ n.

=1, u1=2,u;=3, uz3=4, ..., up,1=netuy,=n+1.
DoncS,=up+us+--+u,=1+2+3+:-+n+1).

S,=(n+1) X% carS,a(n+ 1) termes,oruy =letu, =n+1




donc|S, = (n+1) x 1+(n+1) _ (n+1)(n+2).

2 2
SEQUENCE 22

Suites géométriques

Objectif

Définir et étudier une suite géométrique.
Définition

Une suite (u,) est dite gé¢ométrique lorsqu’il existe un nombre réel q appelé raison tel
que pour tout nombre entier naturel n; ona: (D) Formule de récurrence

D’une facon générale, pour tous entiers naturels n et p,ona: (1D

Formule explicite
Sip = 0,alors:u, = uyq"
Sip =1,alors:u, = u;q" !
Sip = 2,alors:u, = u,q" 2

Remarque
Si a et b sont deux termes consécutifs d’'une suite géométrique, alors b= aq, ot q est la
raison de cette suite.

NB
Pour démontrer qu'une suite est géométrique, il suffit de prouver que le quotient de

deux termes consécutifs est constant, i.e. : it q,(q €N)
Un

Exemple
upy=1
Upi1 = 2Uy,,
Comme uy = 1 etu,;1 = 2u,, onadonc g = 2 puisque U, 1 = qu,
(u,) est donc une suite géométrique de premier terme uq et de raison q = 2.

Soit (u,,) une suite définie par :{

Séquence 23

Somme des termes consécutifs d’'une suite géométrique

Objectif

Déterminer la somme des termes consécutifs d'une suite géométrique.
Somme des termes consécutifs d’'une suite géométrique

(u,)n, estune suite géométrique de raison q.

n

1-q
1-q

(DSig#1vneNona:|ug+u;+u; ..+u,_1 =uyX

1_qn+1

1-q

(2)Sig#=1vneNona: |[ug+uy+u; + ...+u, =uyX

n

1-q

3)Sig#=1vneN,ona: jlu;+u; + ..+u, =uq X q




Exemples

Uy = 1
1) On considere la suite (u,,) définie par: 2.

Upi1 = Eun.
Déterminons la formule explicite de (u,).
. . . 2 .

(u,,) est définie par une relation de récurrence u, .1 = 3 Un et par la donnéeuy =1
donc d’apres la définition, (u,,) est une suite géométrique de premier terme uy = 1 et de

. 2
raison q = .

Donc on peut exprimer (u,,) de fagon explicite par: u,, = (g)n
2) On donne une suite (v,) géométrique de raison g = 3 et telle que v, = 81.
Exprimons le terme général v,, par une formule explicite.
v, est déterminée par sa raison ¢ = 3 et un terme de rang 4.
On applique donc la formule (II).
Ona:v, = v, X q"7P pour tout p < n.
Ainsi: v, = vy, x q"*
=81 x 3%
=81x3"37*
= % x 3"
Donc v, =3"
SEQUENCE 24
Limite d’'une suite numérique et image d’une suite par une fonction
Objectif

Déterminer la limite d’'une suite numérique et calculer I'image d’une suite par une
fonction

Exemples de calcul de limites

Déterminons la limite de la suite (u,, ) dans les cas suivants:

__ n+2

a) un—T.

. . n+2 . n
Ona: lim,_, ,u, =lim,_, . (T) =lim,_, (;) =1

Donc lim,,_,, ., u, = 1. Dans ce cas, on dit que la suite (u,, ) converge vers 1.

b) v, =

n2+2n+3

n-2




n2+2n+3 )

Ona:lim,_,, v, =lim,_, . ( —

- nz
= lim (—)
n—+oo n
=lim,,_,,,n =+
Donclim,,_,,, v, = +o0.1l s’ensuit que (v,, ) est une suite divergente.
Remarque

e Une suite (u,) est dite convergentelorsqu’elle admet une limite finie (1)
lorsque n — +oo

e Une suite (u,) est dite divergentelorsqu’elle admet une limite infinie (o)
lorsque n — +oo ou lorsqu’elle n'admet pas une limite.

Image d'une suite par une fonction
Propriété
Soit f une fonction, D f son domaine de définition et (u,,) une suite d’éléments de Df.

Si lim u,, =0etlimf(x) =1l alors lim f(u,) =L
n—-a n—-+oo

n-+o
Autre propriété

Soit g une fonction continue sur un intervalle k, (u,,)une suite a valeurs dans K définie
par la relation de récurrence u,,1 = g(u,)

Si (u,,) est convergente, alors sa limite est une solution de ’équation g(x) = x.

NB: Si g(x) = x n"admet pas de solution, alors (u,) est divergente.

Si(u,,) converge vers l et si f est continue en [, alors : f(l) = L.

Suites adjacentes

Définition

Soit(u,,) une suite croisante et (v,,) une Suite décroissante. On dit que (u,) et (v,) sont

adjacente si: lim (v,, —u,) =0
n-+o

Deux suites adjacentes convergent et ont la méme limite.




Lecons de la compétence de base 2 du deuxiéme trimestre
Lecon : Structures de groupes et de sous-groupes

SEQUENCE 25 :

Objectif

Montrer qu'une partie d’'un ensemble est stable par une loi de composition interne

Structures de groupes

Définition

Soit A un ensemble non vide.

On appelle loi de composition interne sur A, une application de A X A dans A. On dit

encore que cette application est une opération dans A.

Remarque

Il est important de comprendre le schéma permettant de définir une loi de composition

interne dans un ensemble donné E.

Ainsi si on considére deux entiers x et y et qu'on les compose par 'addition, on obtient

un résultat x + y qui est un entier.

Si A et B sont 2 sous-ensembles de E alors A N B est un sous ensemble de E .

De méme si f et g sont 2 applications affines du plan et qu’'on les compose parlaloi®,

on constate que f°g est une application affine du plan.

En fait ces 3 situations présentent le méme schéma: on prend 2 objets de méme nature

et on construit un nouvel objet de méme nature que les 2 objets de départ.

Exemples

) Dans N, Z ou C, I'addition et la multiplication sont des lois de composition interne

2 Dans N la soustraction n’est pas une loi de composition interne.

3y SiE estunensemble non vide, la composition des applications de E dans E est une loi
interne.

4 E étantun ensemble donné, I'intersection et la réunion sont des lois de composition
interne dans P(E).

SEQUENCE 26
Objectif

Définir un groupe et démontrer qu’une partie non vide d’'un ensemble est un groupe

Groupes (rappels)
Définition
Soit G un ensemble non vide muni d'une loi de composition notée *.

Le couple (G,*) est un groupe si et seulement si:
1. xestassociative:VX,y,Z € G, (X*y) *Z = X * (Y * Z)




2. Laloi * posséde un élément neutre dans G: 3 e € G,Vx € G
X *e =X ete*X = X, ondit que e est un élément neutre pour * dans G.

3. Tout élément de G posséde une symétrie pour * dans G : x € G admet un symétrique
pour * & X * X' = X' * x = e .Si de plus * est commutative x * X' = e, alors (G,*) est
un groupe dit commutatif ou abélien.

Exemples

1) Les couples (Z,+), (D, +), (Q, +), (R, +)et (C, +) sont des groupes commutatifs.
2) (DD*x),(Q*x), (R*x)et (C*,x) sont aussi des des groupes commutatifs.

Montrons que (C*,X) est un groupe commutatif.
On montre d’abord que laloi X est une loi de composition interne dans C*. En
effet, soitx € C* ety € C*,on sait que x = a + ib(a, b € R non tous nuls)
ety =c+id(c,d € R non tous nuls)
Ona:
xxXy=(a+ib)(c+id) = (ac — bd) + i(ad — bc)
doncxXy=A+iBeC'ouA=ac—bdetB=ad+ bc
La loi X est bien une loi de composition interne dans C* ou stable
Montrons que * est associative ie Vx,y,z € C*,(x X y) Xz =x X (y X z)
Ona:(x Xy) X z = [(ac — db)e — (ad + bc)f] + i[(ac — bd)f +
(ad + dc)e]

= [a(ce — df) — b(de + cf)] + il[a(de + cf) + b(ce — df)]| = x X (y X z)
Donc X est associative.
Montrons que la loi ¢ posséde un élément neutre pour C*
Onsaitquel1 €C* car1=1+4+i0etvxe Cona:
xX1=(a+ib)x1=1%x(a+ib)=a+ib=x
Donc d est élément neutre pour laloi X dans C*
Montrons que tout élément de C* posséde un élément symétrique dans C* .
Soitx =a+ bi € C”
x admet un symétrique pourlaloi X dansCsivVx € C,3x' € C,x X x' =
xXxx=1
Soitx=a+ibeC'onaxx'Xxx=1< (a+ib)(a +ib) =1
1 a . b

S a +ib = = —i
a+ib  a?+b? a?+b?
, a . (=b)
doux'=a +ib = -
a?+b? a?+b?

b

ora’=$eRetb': €R donc x' € C*

a?+b?

Tout complexe non nul x = a + ib_possede un symétrique
a i D) o

+1
Les propriétés vérifiées ci-dessus nous autorisent donc a affirmer que (C*,X)

!
X =
a2+b? a?+b?

est un groupe.
Deplus,ona:Vx=a+ibeC'Vy=c+id € C'ona:




x Xy = (ac—bd) + i(ad + bc) = (ca — db) + i(da + cb) = x X y donc X
est commutative dans C"*.
I s’ensuit que (C*,X) est un groupe commutatif.

SEQUENCE 27
Eléments particuliers et propriétés
Objectif

Montrer qu'un élément est neutre, absorbant par une loi de composition,
symétrisables.

Eléments particuliers et propriétés
Elément neutre

Soient E un ensemble non vide et * une loi de composition interne sur E.

Soit e, un élément de E. e est élément neutre pourlaloi*© exx=x*e = x.
Théoréeme

Soit (4, *) un groupe.

Si * admet un élément neutre dans A, alors celui-ci est unique.

Démonstration

Supposons que e et e’ soient deux éléments neutres de A.
Alors e’ * e = e x e’ = e'. Donc cet élément neutre est unique.
Exemples

1) Dans C,0 est élément neutre pour I'addition alors que 1 est élément neutre pour la
multiplication.
2) Dans P(E)[l'ensembledes parties de E],E est élément neutre pour la loi N

(Intersection) alors que @ est élément neutre pour la loi U (réunion d’ensembles).
Elément absorbant
Définition
soient E un ensemble non vide et * une loi de composition interne sur E.
Soita € E, a est élément absorbant pourlaloi* ©® a*xx=x*a = a.
Exemples
1) DansR,onsaitqueVx € R0 Xx=xX0=0
Donc 0 est élément absorbant pour la multiplication dans R

2) Dans Z, I'élément 0 est aussi un élément absorbant pour la multiplication.
3) DansP(E),'’ensemble E est absorbant pour la réunion (U) et @ est absorbant
pour la loi N (intersection)




SEQUENCE 28
Eléments particuliers et propriétés
Objectif

Montrer qu’un élément est symétrisable, simplifiable par une loi de composition
interne.

Eléments symétrisables

Lors que x admet un symétrique pour la loi *, on dit que x est symétrisable. On donne
donc la définition suivante :

Définition
Soit E un ensemble non vide et * une loi interne sur E possédant un élément neutre e.
Soitx € E.x estsymétrisable pour * si et seulement si x admet un symétrique pour *.
NB : x et y étant deux éléments de (E, *), X est symétrique de y si et seulement

X*xy=y*xx =¢e
Théoréme 1
Soit x un élément de E.
Si * est associative, si * posséde un élément neutre e et si x admet un symétrique pour *
alors celui-ci est unique.
Démonstration
Soitx € E.Soit x'et x'’ deux éléments symétriques de x.
Alors:x" =e+xx" = (' *x)*x" =x'«(x+xx")=x"+e=x'
D’ou le résultat.
Théoréme 2
Soit E un ensemble non vide puis * une loi de composition interne sur E, associative et
possédant un élément neutre e.
Soient x et x' deux éléments de E.
Si x et y est sont symétrisables alors x * y est symetrisable et (x *y)' =y’ * x’
Démonstration
Soient x’et x', deux éléments symétrisables de E.
Soient x’et y' leurs symétriques respectifs.
Ona(x xy) » (' *x)=xx(y xy") »x' =xrexx'

=x*xx =e

De méme :
'x) x (xxy)=y

!

* () xy=yrexy
=y'xy=e
Donc x * y est symétrisable et son symétrique est y’* x’
Exemple
1) Soitz,,z, € Cl'opposé de z; + z, est — z; — z,.
1
Z.

2) Dans C* l'inverse de z1 Xz, est le
1




Dans I'ensemble des bijections d’un ensemble E lui-méme, la réciproque (gof)~! de
gofest flog=1.

Eléments simplifiables
Définition
Soit E un ensemble non vide et soit * une loi de composition interne sur E. Soitx € E.
. On dit que x est simplifiable a gauche pour *& V(y,z) EELy*xx=z*xXx =y =z
. X est simplifiable pour * si et seulement si x est simplifiable a gauche et a droite.
Théoréme
Si * est associative et posséde un élément neutre alors tout élément symétrisable est
simplifiable.
Démonstration
Soit x un élément de E symétrisable pour *.
Soit x’ son symétrique pour *. Pour(y, z) € E?,
x*zZ=x x(xxy)=x"*(x*2)
= @x*xx)xy=Q'*xx)xz=>exy=e xz
D'ouy =1z
Exemples
1) Dans R, tout élément est simplifiable pour I'addition car V x, x’, x"' € R, on
a:x+x =x+x"'"=x =x".
2) Dans C, les éléments simplifiables pour la multiplication sont les
complexes nonnulscarVv(z,z',z"') e C'XCXC,onazxz =zxz =
7z =7,

SEQUENCE 29

Distributivité d’une loi par rapport a une autre

Objectifs

Définir la distributivité d’une loi par rapport a une autre

Définir la partie stable pour une loi

Distributivité d’une loi par rapport a une autre

Définition

Soit E un ensemble non vide et * et T deux lois de composition internes sur E.
T est distributive par rapporta *  V(x,y,z) € E3, on a:

y*xz) Tx=(y Tx)* (zTx) et xT(y*z) =X Ty)* (xT2z)
Remarque

Si T est commutative, une et une seule des deux égalités ci-dessus suffit.
Exemple

Dans C, la multiplication est distributive par rapport a I'addition
Car,V(x,y,z) € C3,onaxX (y+2z)=(xXy)+ (x X 2)




Mais I'addition n’est pas distributive par rapport a la multiplication.

Sous-groupes

Partie stable pour une loi

Définition

Soient E un ensemble non vide puis * une loi de composition interne sur E. Soit F une
partie non vide de E (FC E)

F est stable pour * & V(x,y) € F4,x*xy €F

Exemples

1) Dans Z, 'ensemble des nombres pairs est stables pour I'addition car la somme des
nombres pairs est un nombre pair.

2) Dans z, 'ensemble des nombres pairs est stable pour la multiplication.(montrez-le)

3) Dans Z,I'’ensemble des nombres impairs est stables pour la multiplication mais pas
pour 'addition (montrez-le).

4) Dans Z, '’ensembleU des nombres complexes de module 1 est stable pour la
multiplication

Loi induite
Définition
Soient E un ensemble non vide et * une loi de composition interne sur E.

Soit F une partie non vide de E, stable pour *.

FXF—F

(xy)—x+y €stappelée loi induite par * surF.

L’application :
SEQUENCE 30

Sous-groupes

Objectif

Définir un sous-groupe et démontrer qu’une partie non vide d’'un ensemble est un
sous-groupe

Définition

Soient,(G,*)un groupe puis H une partie de G.

H est un sous-groupe de (G,*) si et seulement si H est non vide, stable pour * et ,muni de
la loi induite, est un groupe.

L'utilisation de cette définition pour montrer que (H,*) est un sous-groupe de (G,*)
suppose qu’il faille dans un 1¢r temps montrer la stabilité de H pour la loi induitex et
dans un 2¢ temps vérifier toutes les propriétés permettant d’inférer que H est un sous-

/////




Cette démarche qui reste bien efficace est toutefois assez longue a mettre en ceuvre.

En fait certaines propriétés, du fait que H est une partie non vide de G et stable pour la
loi *, sont automatiques, par exemple I'associativité.

Nous basant sur cette réalité, nous allons donc caractériser les sous-groupes a partir de
certaines propriétés qui se vérifient automatiquement aussi bien pour la loi de
composition interne dans le groupe (ici G) que dans la partie stable du groupe (ici H).

Caractérisations d’'un sous-groupe

On admet les deux théoremes suivants

Théorémel

Soient,(G, *) un groupe et H une partie non vide de G.
(1)e eH

H est un sous-groupe de (G, *) & (2 )V(x, y)EH*, x+y€EH
(3 )Vx EH X' €eH

Théoréeme2

Soient (G,*) un groupe et H une partie de G

(1) eeH

H est un sous-groupe de (G,*) <
(2) V(x,y) € H>,x+xy' €H

Ces deux théorémes sont des outils trés pratiques pour démontrer qu’une partie stable
d’un groupe est un sous-groupe. Il est donc indispensable de les retenir et de savoir les
appliquer dans des situations appropriées.

Dans la pratique, il est fréquent de rencontrer des situations ou la loi de composition
interne induite sur H est 'addition (+) ou la multiplication (X).

Dans ces cas, on peut redonner ces caractérisations du sous-groupe de facon explicite
sous les formes suivantes :

mH est un sous-groupe de (G, X)
(OH):H+0

<1 (2):V(x,y) e H: ,xXy e H @{
(3):vxeH x'e H

(DD:H+09
(2):v(x,y) e H*, xXy 1€ H

Exemple
On considere I'’ensemble P des nombres entiers relatifs pairs.
Montrer que P est un sous-groupe de (Z, +).

On sait que P = {2k / k € Z}. Donc P c Z car tous les entiers rélatifs pairs sont avant
tout des entiers relatifs donc P # Q.




D’autre part, P étant stable pour 'addition des entiers relatifs puisque la somme de
2entiers pairs est un entier pair, montrons que V(x,y) € P2, x — y€EP.

Onsaitquex EP <= x=2kouk€eZ ety € P =y =2k'ouk' €Z.
Donc: x —y = 2k — 2k’ = 2(k — k') or la soustraction est une loi interne dans z
donck — k' € Z,doncx—y€P

P+Q

v(x,y) € PL,x—y€EP donc P est un sous -groupe de (Z, +)

On a vérifié que : {
Intersection des sous-groupes

Théoreme

Si H et K sont des sous-groupes de(G, *).

En d’autres termes une intersection de sous-groupe est un sous-groupe.

Démonstration

Soient H et K deux sous-groupes. D’apreés la caractérisation de sous-groupes, H et K
contiennent I’élément neutre e de G et donc H N K # Q.

D'autrepart HNK c G

Soitx,y e HN K.

(x,y) EHN K*= ((x,y) € HZ) et (x,y) € K>
=x*xy leHetx+xy leK

Doncx+y e HnK

Donc H N K est un sous-groupe de (G,*)
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Structure d’anneaux

Objectif

Démontrer qu’'un ensemble muni de deux lois est un anneau

Définition

Soit A un ensemble non vide, ayant au moins deux éléments, muni de deux lois de
composition interne notée * et T

1). (A, *) estun groupe commutatif

2).a). T est associative

b). T posséde un élément neutre dans A
3).T est distributive par rapporta *

(A,*, T) Est un anneau <

Si de plus, laloi T est commutative, on dit que (A,*, T) est un anneau commutatif.
Exemples

1) (Z,+, x) estun anneau commutatif.
2) (Q,+, X),(R,+, X),(C,+, x)sontdes anneaux.




Anneaux et divisibilité

Définition

Soit (A, +, .) un anneau commutatif.

1. Ondit que x € A estinversible s’il admet un symétrique pour la loi.
2. On dit que a divise b s’il existe c € Atel queb = ca.Onnotea /b.
3. Ondit que a est diviseur de 0 s’il existe b # 0 tel que ab = 0.

4. Un anneau est dit intégre s’il ne contient pas de diviseurs de 0 autre que 0 lui-méme.
Propriétés

Dans un anneau commutatif (A, +, .):

0 n’est jamais inversible

.Si x est inversible, alors ce n’est pas un diviseur de 0.

Six; X, y € Aintegre avecy # 0 etx,y = X,y,alorsx; = x,.

On dit qu’on peut simplifier pary # 0.

Exemples

1) z est un anneau intégre et ses éléments inversibles sont 1 et -1
2) Q, R et C sont des anneaux inteégres dont tous les éléments non nuls sont
inversibles.

SEQUENCE 32

Structure d’anneaux

Objectif

Définir le groupe des inversibles d’'un anneau
Groupe des inversible d'un anneau

Théoréme

Soit (4,4, X) un anneau. On note A* I'ensemble des éléments de A qui sont inversibles,
c'est-a-dire (4%, X) est un groupe.

Démonstration

Montrons que (4", X) estun groupe sachant que A" est I'ensemble des inversibles de A.
On sait que 14 € A car 1, estinversible d’inverse lui-méme. Donc, en particulier A* # @
Montrons que X est interne sur A*.

- Soitx,y e A".
x Xy€Aet(x x y)~1 =y~ 1 x x~1 donc X est une loi de composition interne
sur A

- D’autre part, on montre que X est associative dans A donc X est associative dans
A*




- Enfin, montrons que tout élément de A* admet un symétrique pour * dans A*
Onsaitquesix €A, x 1€ A" et (x 1)1 = x.
Donc tout élément de A* admet un symétrique pour X dans A*

Exemple

On sait que (Q,+, X) estun anneau et (Q*, X) estl’ensemble des éléments de Q qui
sont inversibles.

Donc (Q*, X) estun groupe.

SEQUENCE 33

Calculs dans un anneau

Objectif

Effectuer des calculs dans un anneau

Théoréme 1

Soit (4, +, *) un anneau, et on note 04 I’élément neutre de A pour la loi +.
VXx€EA xx05=04%xx=0y,

L’élément neutre pour I'addition est toujours absorbant pour la multiplication.
Démonstration

Soitx € 4

x*04=(04+0y) xx =04 *x+ 0,4 * x est distributive sur la loi +.

Or, on sait que (4, +) est un groupe et dans un groupe, tout élément est simplifiable.
Donc:04+xx+0,4%x=04xx=0s%xx+04 = 04%xx =0,
Deméme,ona:x* 04 = 0y

Théoréme 2

Soit (4, +,.) un anneau

V(a,b) € A%, (—a).b = a.(—b) = —(a.b)

Démonstration

Soit (a, b) € A?

ab+(-a).b=(a+(-a)).b=0,b=0,

donc (—a).b = —(a.b)

dememe:a.b+a.(—b) =a.(b+—(-b)) =a.0, = 0,

donc a.(—b) = —(a.b)

Théoreme 3

Soit (4, +,*) un anneau. Soient a et b deux éléments de A.

Siaetb commutent,on a:

vneN, (a+b)"=3Yr, (Z) a®. b * (formule de bindme de Newton)

vn €N, a"—b" = (a—b)Xidakpm1-k
sachant que,V x € A,on a: x0 = 14
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Structure de corps

Objectifs

Définir un corps

Démontrer qu’'un ensemble muni de deux lois est un corps.
Définition

Soit (K, +,X) un anneau.

(K, +,X) est un corps si et seulement si tout élément non nul de K admet un inverse
(pour laloi X) dans K.

Le corps K est commutatif si et seulement si la loi X est commutative.
Exemple

On vérifie que (Q, +,.), (R, +,.)et (C, +,.) sont des corps commutatifs.
Théoréme

Dans un corps, un produit de facteurs est nul si et seulement si 'un de ses facteurs est
nul.

Démonstration

Soit (K, +,.) un corps.

Notons 0 (resp. 1) I'’élément neutre pour la loi + (resp. la loi x)

Soit (a, b) € K*telque a.b = 0

Sia # 0, a admet un inverse pour laloi . notée a~
Onadonc:axb=0=alxaxb=a1x0=1xb=0=b=0

1
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Lecon : Dénombrement et probabilité
Dénombrement des ensembles finis

Les outils de dénombrement

Objectif

Dénombrer les arrangements, les permutations et les combinaisons

p-listes d’ensembles finis ou arrangements avec remise

Propriété

Le nombre des p-listes (arrangements p a p des n éléments d’'un ensemble avec remise)
d’'un ensemble ayant n éléments est nP.

C’est aussi le nombre des applications d'un ensemble a p éléments vers un ensemble a n
éléments.

Les arrangements sans remise

Propriété

Le nombre total d’arrangements sans remise p a p des n éléments d’un ensemble A est
noté A,




A =nx(-1Dm-2)..(n-p+ 1).

Les permutations

Une permutation des n éléments de I'ensemble A est un arrangement sans remise de
tous les n éléments de A.

Le nombre total de ces permutations estn!=nx(n-1)x(n-2)x..x2x1

Les combinaisons

A est un ensemble ayant n éléments et p un entier naturel tel que p < n.

Une combinaison de p éléments de A est un sous-ensemble de A qui posséde p éléments.
Le nombre total des combinaisons de p éléments d’un ensemble A ayant n éléments
noté Ch est:

p _Ah  n
noopt p(n-p)
Propriétés

netp sontdeux nombres entiers tels que p < n.
Cz—p = C‘II’JL ;
; P 1 P _ P
- Sideplus0<p<n alors,ona:C,_;+ C,_, = Cy

Formule du bindme de Newton : propriété

Théoreme

a et b sont deux nombres réels et n, un nombre entier naturel nonnul. Ona:

(a+ b)"=C%a"b° +Cla™ bl +C2a™ 2b* + ... + Cha™ PbP + ... + C¥ 1a'b™ 1 +Ca’b"
En utilisant le symbole X, on écrit : (a + b)"* =Y _o Ch, a™ PbP.
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Le calcul des probabilités

Objectif

Calculer la probabilité d'un événement

Probabilité d'un évenement

Définition

E est une expérience aléatoire. Désignons par {2 I'univers associé a E.

On appelle probabilité sur I'univers {2, une application P de I'ensemble des parties P (12)
vers [0; 1] qui, a toute partie A de £, associe le nombre réel P(A).

Le nombre réel P(A) vérifie :

- 0<PA)<1;
— la probabilité d’'un événement A est la somme des probabilités des événements
élémentaires qui constituent A ;

- P)=1,
- P®)=0;
Propriétés

— Pest une probabilité définie sur un univers (2, A et B deux événements de {2, on a :




- SiANB = @,P(AU B) = P(A) + P(B);
- PA)+PA) =1.
- P(AUB)=P(A)+P(B)-P(AnNB).
— SiAq,4y, ..., A, sontpévénements deux a deux disjoints alors,
PA; U Ay U.. UA,)=P@A;) + P(4;) + .. + P(4,).

Equiprobabilité

Définition

On dit qu’il y a équiprobabilité lorsque tous les événements élémentaires d’'une
expérience aléatoire ont la méme probabilité.

L’équiprobabilité est généralement suggérée par des expressions comme : « dé parfait » ;
« dé parfaitement équilibré » ; « dé non pipé » ; « piéce parfaite » ; « boules
indiscernables au toucher » ; « cartes bien battues » ; « tirage au hasard »...

Conséquences
SiN2={ay; ay;...;a,}, Card 2 =n.

Sily a équiprobabilité, P({ a,}) = P({ ay}) =..=P({ a,}) = %

Propriété
P est une probabilité sur un univers f2.

Card A

Dans 'hypothése d’équiprobabilité, pour tout événement A, ona : P(A) = card O

Remarque
Les éventualités de I'événement A sont appelées les cas favorables a A et celles de
I'univers () sont les cas possibles.

On écrit alors P(A) =

nombre de cas favorables a A

nombre de cas possibles

SEQUENCE 37

Evénements indépendants - expériences aléatoires indépendantes
Objectifs

- Définir des événements indépendants et calculer leur probabilité

- Calculer la probabilité conditionnelle d’'un évéenement

Définition

P est une probabilité définie sur un univers Q.

Deux événements A et B de I'univers Q sont indépendants si P(A n B) = P(A) x P(B).

Propriété

Si n expériences aléatoires sont indépendantes alors, pour tous les événements
A4, A, ..., A, de chacun des univers associés a ces épreuves, on a:




P(A; NA; Nn... NA)=P(A))xP(A;) x ... xP(A,)

Probabilité conditionnelle

Définition et propriété

Q est un univers associé a une expérience aléatoire.

Désignons par A et B deux évenements du méme univers Q de probabilité non nulle.

La probabilité de A sachant que B est réalisé, notée P(A/B) ou encore Pg(A) est
définie par :

P(ANnB
P(AB) =22,

Si on connait la probabilité conditionnelle de A/B et la probabilité de B, alors on peut
calculer la probabilité de (An B) et P(An B) = P(A/B) x P(B).

Formule des probabilités totales
Propriété

B4, B,,..., B, sont n événements formant une partition de l'univers (1 associé d une
expérience aléatoire.

— Pour tout événement A, P(A) = P(AN B,) + P(An By) + ... + P(AN B,,).
— Pourtouti(1<i<n), P(AN B;) = Pg,(A) x P(B;).
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Schéma de Bernoulli

Objectif

Définir une épreuve de Bernoulli et calculer la probabilité dans le cas d'une épreuve de
Bernoulli

Définition

Une épreuve de Bernoulli est une expérience aléatoire qui n’a que deux issues
(éventualités) possibles généralement notées S pour « Succes » et E pour « Echec ».
La répétition n fois, de facon indépendante, d'une épreuve de Bernoulli est appelée
schéma de Bernoulli.

Propriété

Soit un schéma de Bernoulli a n épreuves ou pour chaque épreuve la probabilité du
Succes est p (et celle de Echec 1 - p).

On dit que le schéma de Bernoulli est de parametres n et p.

La probabilité d’obtenir exactement k Succés (0 < k < n) au cours de ces n épreuves
est:

p(k) = Cix p*(1 —p)» k.

SEQUENCE 39

Variables aléatoires
Objectif




Définir une variable aléatoire et établir sa loi de probabilité

Définition

On appelle variable aléatoire X sur un univers Q associé a une expérience aléatoire toute
application de Q vers R.

Une variable aléatoire est généralement désignée par une lettre majuscule X, Y, Z,...
Notation et vocabulaire

— Lorsque la variable aléatoire X prend les valeurs réelles x4, X5, ..., X, on dit que
I'univers image de Q par X est : X(Q) = {X1, X3, ..., Xp}.

— (X=x;) désigne I'évenement « X prend la valeur x;) ou1 <i<n.

— (X< ) désigne I'événement « X prend une valeur strictement inférieur a o).

Loi de probabilité d'une variable aléatoire

Définition

Lorsqu’a chaque valeur x; (X; € X(Q) = {Xq, X3, ..., X, }) prise par une variable aléatoire X,
on associe la probabilité p; de I'évenement (X = x;) (1 <i < n), on dit qu’on a défini une
loi de probabilité de la variable aléatoire X.

SEQUENCE 40

Fonction de répartition d'une variable aléatoire

Objectif

Définir et construire la fonction de répartition d'une variable aléatoire
Déterminer et calculer les caractéristiques d’une variable aléatoire

Définition de la fonction de répartition

X est une variable aléatoire définie sur un univers Q muni d’'une probabilité P.
La fonction de répartition de la variable aléatoire X est I'application F de R vers [0; 1]
définie par F(x) = P(X < x).

Caractéristiques d'une variable aléatoire

Espérance mathématique d'une variable aléatoire

Définition

Désignons par X une variable aléatoire prenant les valeurs x4, X3, ..., X, ayant les
probabilités respectives p1, P2, ---, Pn-

On appelle espérance mathématique de X le nombre réel noté E(X) tel que :

E(X) = XiL1 Xipi.

Variance et écart type d’une variable aléatoire

Définition

Désignons par X une variable aléatoire prenant les valeurs x4, X5, ..., X, ayant les
probabilités respectives p1, P2, ---, Pn-

— On appelle variance de X le nombre réel noté V(X) tel que :

V(X) = X1 (xi — E(X)?p; = XLy pixi®- [E(X)]2.




— On appelle écart type de X le nombre réel noté o(X)tel que 6(X)=/V(X).

Propriété
X étant une variable aléatoire, V(X)= E(X?)- [E(X)]?.
Cette propriété est connue sous le nom de « Formule de Konig ».

Caractéristiques d'une loi binomiale

Définition

Considérons un schéma de Bernoulli a n épreuves ou pour chaque épreuve, la
probabilité de succés est p (celle de I'échec 1 - p).

On lui associe la variable aléatoire notée X désignant le nombre de succes.

L’'univers image de X est Q(X) = {0;1;2;...;n}.

L’application k — Ckp¥(1 — p)*~* de {0; 1; 2; ...; n} vers [0; 1] est appelée loi binomiale
de parameétres n et p.

Propriété

X est une variable aléatoire dont la loi de probabilité est la loi binomiale de parametres n
etp,ona:E(X) =np;V(X) =np(l-p)eteX)=,/V(X) =np(1-—p).

Lecons de la compétence de base 3 du deuxiéme trimestre

Lecon : Transformations du plan et applications affines
SEQUENCE 41

Composition des isométries par deux symétries d’axes paralléles

Objectifs

Composer une isométrie par deux symétries d’axes paralléles

Composition de deux symétries d’axes paralléles

Activitél

(A) et (A") sont deux droites paralléles. Construire deux points M1 et M’ tels que
M1=Sa(M) et

M’= Sp(M1). O et O’ sont deux points respectifs de (A) et (A") tels que la distance de (A)
a (4" soit égale a 00’. Comparer MM’ et 00°

Par quelle transformation est-on passé de Ma M’ ?

A’

Remarques

- Sa0Sa=I1d




- Sa' 0 Saet Sa0 Sy sont réciproques

Toute translation peut donc s’écrire d’'une infinité de facons comme composée de deux
symétries orthogonales d’axes paralleles.

Exemple

A

Déterminons S (pcy 0 S (aB) puis Sscyo Sy

SEQUENCE 42
Composition des isométries par deux symétries d’axes sécants
Objectif

Composer une isométrie par deux symétries d’axes sécants
Composition de deux symétries d’axes sécants

Propriété

Soit (A) et (A’) deux droites sécantes en

O de vecteur directeur respectif u et o
La composée

SO Sa  des symétries orthogonales
d’axes respectifs (A) et (A") est la

rotation de centre O et d’angle 2(u ,u’)

Exemple

Dans I'exemple précédent, déterminons S (ac) 0 S (aB), S (dc) 0 Sacy) et S @p) 0 S (aQ)




SEQUENCE 43

Décomposition de translation et de rotation

Objectifs

Décomposer une translation et une rotation ;

Définir une symeétrie glissée.

Décomposition de translation et de rotation

Propriétés

- Soit 7- une translation de vecteur u non nul. Pour toute droite (A) de vecteur normal
U, il existe une droite et une seule (A") telle que Sx0 Sx= l.

- Soit reo,ayune rotation de centre O et d’angle a. Pour toute droite (A) passant par O, il
existe une droite et une seule (A") telle que SaA'O Sa= ro,00

Exemple

Complétons: 7 ;=S¢ y0S( )=S( )05 )? 7’(3,[)23( yoS(H)»=SpoS(y?
2

r . =ScHy0S¢yYy=S¢yoS¢y?
3.5 () () () )

SEQUENCE 44
Composition de rotations et de translations
Objectif

Composer la rotation et la translation

Composition de rotations

Propriété

Soit r et r’ deux rotations d’angles respectifs X et ' :

- Sig+6'=0alors r'orest une rotation d’angle a + '

- a+4d'=0 alors r'or est une translation

Exemple

ABC est un triangle équilatéral de sens direct et B’ milieu de [AC]




Déterminons r(C,g Yor(C, -;—t) ; T(B, 2?“ )Yor(C, 2?“) et r(A,%1t )or(B, TS—I).

Composition d’une rotation et d'une translation

Propriété

Soit r une rotation d’angle a non nul et t une translation. t o r est une rotation d’angle a.
Remarque

r o t est aussi une rotation d’angle &« mais en généraltor+ rot

SEQUENCE 45

Symeétrie glissée

Objectif

Définir la symétrie glissée.

Composée d’'une symétrie orthogonale et d’une translation

Définition

Soit (A) une droite de vecteur directeur u . On appelle symétrie glissée d’axe (A) et de
vecteur U la composée de la symétrie orthogonale d’axe (A) et de la translation de
vecteur u

Propriété

Soit (A) une droite et U un vecteur non nul :

- sid est normal a (4), alors 7. 08, est une symétrie orthogonale

- siun’est pas normal a (), alors . 08, est une symétrie glissée

Propriété
Toute isométrie est une translation, une rotation, une symétrie orthogonale ou une
symétrie glissée.

SEQUENCE 46

Classification des isométries
Objectif

Classer les isométries
Utilisation des points invariants
Remarques

1. Soit f une isométrie qui laisse invariant
un point A alors que si M’ est 'image de M
par f alors AM = AM' donc A est sur la
médiatrice du segment [MM’].




2.Si f est une isométrie qui laisse
invariants deux points distincts A et B,
alors tout point de la droite (AB) est
invariant car en effet, si M’ est I'image de
M par f, AN=AN’ et BN=BN’ signifie que
N’ est sur le cercle de centre A et de rayon
AN mais aussi sur le cercle de centre B et
de rayon BN

NB : Si N est sur (AB), ces deux cercles n’ont que le point N en commun (ils sont tangents
en N) donc N=N’ et N est invariant.

Isométrie laissant invariant au moins trois points
Propriété

Une isométrie qui laisse invariant au moins trois points est I’application identique

Démonstration

Soit f une isométrie laissant invariant au moins trois points non alignés A, B et C.
Ona f(A)=A, f(B)=B et f(C)=C

Supposons qu’il existe un point M distinct de son image M’.

Les points A, B et C appartiennent tous a la médiatrice du segment [MM'’ | ce qui est
impossible car ces points ne sont pas alignés.

Ainsi tout point est invariant et f est I'application identique du plan.

SEQUENCE 47

Classification des isométries
Objectif

Classer les isométries

Utilisation des points invariants

Isométrie laissant invariant deux points

Propriété

Une isométrie qui laisse invariant deux points distincts A et B et qui n’est pas
I'application identique est la symétrie d’axe (AB).

Démonstration




f est une isométrie laissant invariant
deux points distincts A et B et f n’est
pas l'identité.

Tout point de la droite (AB) est \ /
invariant par f \ /
Soit M un point n’appartenant pas a la /
droite (AB),si M est invariant alors f /
admet trois points invariant et f serait /
I'application identique

Ainsi tout point M n’appartenant pas
a (AB) est distinct de son image M’ et
d’apres les remarques 1 et 2 de
I1.1,(AB) est la médiatrice du segment
[MM’ ] et f est la symétrie d’axe (AB).

SEQUENCE 48

Classification des isométries

Objectifs

Classer les isométries (Utilisation des points invariants)

- Définir un déplacement et un antidéplacement

Isométrie laissant invariant 1 point

Propriété

Toute isométrie du plan qui laisse invariant un point A est une rotation de centre A
Démonstration.

Soit f une isométrie qui laisse invariant un seul point A.
Choisissons un point B distinct de A tel que f(B)=B’

Nous venons de remarquer que A se trouve sur la droite (D) médiatrice du
segment[BB’ ].

Désignons par s la symétrie d’axe (D) et notons g I'isométrie sof

On a g(A)=s[f(A)]=s(A)=A car A est sur la droite (D)

et g(B)=s[f(B)]=s(B")=B donc g est soit I'identité, soit la symétrie d’axe (AB)
Par ailleurs si sof = g alors s'losof = s-log soit f = sog car s'1=s

- Sigestl'application identique f=s impossible car s a une infinité de points invariants
alors que fn’en a que un.

- gestdonc la symétrie d’axe (AB) car (AB) et (D) sont sécantes en A et la composée
de deux symétries orthogonales d’axe sécants est une rotation.




Déplacement, antidéplacement

Définition

Un déplacement est une isométrie qui conserve les angles orientés.

Un antidéplacement est une isométrie qui transforme I'angle orienté en son opposé.
Exemple

La rotation et la translation sont des déplacements

La symétrie orthogonale et la symétrie glissée sont des antidéplacements

SEQUENCE 49
Propriétés des isométries
Objectif

Utiliser les propriétés de conservation des applications affines pour démontrer un
alignement de points, un parallélisme, ...dans la résolution de problémes de
construction et de lieux géométriques des applications.

Propriétés des isométries

Image d'un cercle

L’'image d'un cercle de centre O par une isométrie f, est le cercle de méme rayon et de
centre f(0O).

En effet 'ensemble des points M du plan tel que OM = r est le cercle de centre O et de
rayon I'image de ce cercle par f sera le cercle de centre f(0) et de rayon f(r) avec f(r)=r
car f est une isométrie.

Isométrie et produit scalaire
Théoreme

Une isométrie conserve le produit scalaire, ce qui signifie que :

pour tous points A, B, C d'images respectives A’, B’ et C’, on a
A'B’. A'C'=AB. AC

Démonstration

f est une isométrie transformant les points A, B,Cen A’, B’ et C.
Puisque BC =R—ﬁ, ona:BC2=AC2-2AB.AC+AB?

De méme, B'C’2=A'C’2-2A'B’ . A'C'+A'B"2

Puisque BC=B'C’, AC=A’C’ et AB=A’B’ on obtient A’'B’. A’C =AB. AC

Conséquence : si le repére (0; 1,J) est orthonormé, son image par une isométrie f est
aussi un repere orthonormé.

Si un point M est de coordonnées (x,y) dans (0; 1,J) sonimage M’ par f a aussi pour
coordonnées (x,y) dans le repére f((0; 1,7)).




SEQUENCE 50

Propriétés des isométries

Objectif

Utiliser les propriétés de conservation des applications affines pour démontrer un

alignement de points, un parallélisme, ...dans la résolution de problémes de
construction et de lieux géométriques des applications.

Propriétés des isométries

Isométrie et barycentre

Théoreme

Une isométrie conserve le barycentre

Démonstration

Soit (Aj, ;) un ensemble des points pondérés tels que Y;jL; a; #0

Les coordonnées de G barycentre du systeme (A;¢;) dans un repéere orthonormé

(0; OI, 0) sont :x = Ziff a:(i Jy = Ziff T3 o1t (xi, vi) sont les coordonnées des points A;
i=1%i i=1%i

Notons (A’;,a;), image de (Aj,a;)par f, G’ image de G par fet (0’; W, W) image du
repere (O; oI, E)T) par f.
D’apreés la conséquence du théoréme de conservation du produit scalaire, les

coordonnées des points A’; dans le repere (O’; O—’I’), 0—’]’)) sont (x;yi) et celles de G’ sont
(x,y) et G’ est le barycentre du systeme (A’;,a;)

Isométrie et droite
Théoréme

Une isométrie transforme une droite en une droite.

En effet, une droite étant ’ensemble de barycentre de deux points, et on vient de
montrer que I'isométrie conserve le barycentre donc I'image d’une droite est une droite.

Isométrie et équipollence.
Théoreme

Une isométrie conserve I'équipollence

En effet si quatre points A, B, C et D sont tels que AB=CD et posons A’, B, C’ etD’
images respectives de A, B, C et D par I'isométrie f.

Si I estle milieu des diagonales du parallélogramme ABDC, alors son image I’ par f est

aussi milieu des diagonales du parallélogramme A’'B'D’C’ et que A'B=CD'




SEQUENCE 51

Propriétés des isométries

Objectif

Utiliser les propriétés de conservation des applications affines pour démontrer un

alignement de points, un parallélisme, ...dans la résolution de problémes de
construction et de lieux géométriques des applications.

Isométrie et parallélisme
Théoréme
Une isométrie conserve le parallélisme.

En effet, puisqu’une isométrie transforme une droite en une droite et qu’elle conserve
I’équipollence, elle conserve le parallélisme

Isométrie et orthogonalité
Théoreme

Une isométrie conserve I'orthogonalité.

En effet, puisqu’une isométrie transforme une droite en une droite et qu’elle conserve le
produit scalaire, elle conserve I'orthogonalité.

Isométrie et aire
Théoréme

On admet qu’'une isométrie conserve l'aire.

SEQUENCE 52

Expression analytique d’une isométrie

Objectif

Déterminer I'expression analytique d’'une isométrie

Introduction

Nous avons établi dans des classes antérieures I'expression analytique de certaines
transformations du plan comme la translation, '’homothétie, la symétrie centrale...
Nous nous intéressons ici a deux isométries a savoir rotation et symétrie orthogonale.
Expression analytique d'une rotation

Exemple

Le plan est muni du repére orthogonalité (0; 1, J)

Soit f une rotation de centre A (1,-1) et d’angle g, déterminons une expression analytique
de f. Nous allons utiliser la forme complexe de f

Posons M(x,y) et son image M’(x’,y’) par f. Si M est 'image du complexe z=x+iy et M’
celle du complexe z’=x"+iy’ et w le complexe affixe de A.




LT
Onaz— w=e'3(z—w)

En utilisant les formes algébriques on a:

X'+iy'— (1-)= (cos S-+isin 3)(x-+iy—(1-)) & X'+iy'— 1+i=2x-+iy— %+%i+igx—\/?§y—i\/2—§—\/?§
, 1 V3 V3 o1
X' = X=Ty -5 +;
Tl =Bty By
y =2XT3¥Y 73

Remarques
- Etant donnée une rotation d’angle 0, son expression analytique est de la forme

{x’ =xXcos0 —ysin0 +a
y' =xsin® +ycos 0 +b
centre de la rotation soit invariant.

Ou a et b sont des réels a déterminer en utilisant le fait que le

- Lorsque le complexe affixe du centre de la rotation a un module p, il faut le
prendre en compte dans I'expression analytique.

SEQUENCE 53
Expression analytique d’une isométrie
Objectif
Déterminer I'expression analytique d’une isométrie
Expression analytique d'une symétrie orthogonale
Exemple
Soit (D) la droite d’équation x-y-1=0
Déterminons I'expression analytique de la symétrie orthogonale d’axe (D)
Notons s cette symétrie .Si M’(x’,y’) est I'image de M(x,y) par s alors MM’ L U, ou U est
un vecteur directeur de (D)et K milieu de [MM’] appartient a (D).
MM'.Wi=0
Ke(D)

MM’ (x-x,y"-y) KCS- ;525 etw(1,1)

M’'=s(M)<

X —x+y' -y=0 X =y+1
M'=s(M)& % 3 %y'_l:oetona{y,zx_1

Remarque : en prenant n comme vecteur normal a (D) on écrit :

Si M’(x,y") est I'image de M(x, y) par s alors MM'est colinéaire an et K milieu de [MM’]
appartient a (D).

det(MM’; @) = 0

M'=s(M)& { Ke(D)




SEQUENCE 54

Utilisation des isomeétries

Objectif

Utiliser les isométries pour déterminer des lieux géométriques et pour démontrer
Recherche de lieu géométrique

Exemple

ABCD est un parallélogramme dont les points A et B sont fixes. C décrit un cercle (€). On
construit le triangle rectangle isocele ADE de sommet A.

Désignons par tla translation de vecteur BA et r la rotation de centre A et d’angle g

Déterminer le lieu des points E.

L’'image de C par t est D et I'image de D par r est E donc I'image de C par rot est E donc
I'image du cercle (€) passant par rot estle cercle (€") de méme rayon que (C) passant
par E car rot est une rotation .

Le lieu de E est (C").

SEQUENCE 55

Applications affines

Objectif

Définir une application linéaire et une application affine

Application linéaire

Définition

Soit V I'’ensemble des vecteurs du plan (P) et ¢ une application de V dans V. ¢ est dite
application linéaire lorsque : ‘v’(;t, \:) eEVZLe@u+V )=@) + @) etvk € R*
(ki) =k @ (1)

Remarque
Les deux propriétés peuvent se résumer en une seule :

Yu,v) eV v (a,B) € R? @(oii + BV )=a @(T) + Bo(¥)

Application affine

Propriétés

Une application affine f est bijective lorsque I'image d’un repére par f est un repere c'est-
a-dire que les images de trois points non alignés sont trois points non alignés.

188




Définition
Une application affine bijective est appelée transformation affine.
Une application affine involutive est bijective.

Application linéaire associée a une application affine

Définition

Soit f une application affine. L’application linéaire ¢ qui, a tout vecteur u de
représentant

(M, N) associe le vecteur @ (u)=f(M)f(N) est appelée application linéaire associée a
I'application affine f.

SEQUENCE 56
Détermination d’'une application affine
Objectif

Déterminer la nature et les éléments caractéristiques d’une application affine définie
par son expression analytique

Détermination par trois points ainsi que leurs images

Exemple

Le plan est muni du repére orthonormé (0,1,7). Ondonne A (3;2),B(1;1)etC(0; 1).
Soit A’ (6;6),B (3;3)etC (2; 1) lesimages respectives de A B et C par I'application
affine f.

Déterminons analytiquement cette application f

Soit M(x;y) et M'(x’; Y') image de M par f. Désignons par ¢ I'application linéaire
associée a f.

¢(AB) = A'B' {—chm — () = —31 — 37
o(AC) =AC -3¢0 — () =47 - 5]

Onendéduit@@) =T+ 2)et@() =17 -7

Par ailleurs (p(m) =AM @[x-3T+(y—-2)]=F-6)T+ (y —6)

Comme @ est linéaire et en remplacant @ (1) et ¢ (j) par leurs expressions on a :

{x’=x+y+1
y' =2x-y+2
Définition

Une application est dite affine si son expression analytique est de la forme

x'=ax+by+c ,
{ Y a b ca, b’ etc’sontdes réels.

y =ax+by+c




Détermination par une application linéaire associée et un couple de points
Exemple
Soit ¢p une application linéaire associée a une application affine f telle que : pour tout
vecteur w = @(u) = 2u’. Soit K (1; 2) et K’ (3 ;-1) son image par f. Déterminons
I'expression analytique de f
Soit M(x; y) un point et M’(x’; y") son image par f.
KM= 2KM
En remplacant ces vecteurs par leurs coordonnées, on a :
{x’ =2x+1
y'=2y-5

SEQUENCE 57

Affinité du plan

Objectif

Définir une affinité et déterminer son expression analytique.

Définition

Soit (D) une droite, 8 une direction de droite distincte de celle de (D) et k un réel.

On appelle affinité d’axe (D), de direction 8 et de rapport k I'application qui a tout point
M du plan associe le point M’ tel que HM'= k HM ou H est le projeté de M sur (D)
suivant la direction de 8.

Remarques

I'affinité est dite orthogonale.

projection sur (D) suivant la direction de &

(D), la projection est dite orthogonale.

Si la direction de (D) est orthogonale a celle de &
Si k = 0, HM'=0 et M’= H laffinité est donc la

Si de plus la direction de & est orthogonale a celle de

Si k =1, HM'= HM et M = M’. L’affinité est

donc I'application identique.

Si k = — 1 et si la direction de

orthogonale a celle de (D), HM'=—HM,
I'affinité est la symétrie orthogonale d’axe (D).




Exemple 8 .
Le plan est muni du repére orthonormé (O, 1,J *
)- , |
Déterminons I'expression analytique de ] e
I'affinité d’axe la droite d’équation y=3, de
direction 7j et de rapport -2. 2 )
Soit M’ (;Z) image de M(;) par I'affinité. S B
On doit avoir HM'= —2 HM '”“

T’ (X - v 0
HE) HM(523) et HM(,2,)
ey R x —x=0 x' =x
R T

Remarque

L’affinité est une application affine.

SEQUENCE 58
Lecon : coniques
Objectif

Définir analytiquement une conique

Définition analytique d’une conique

Etant donné un repére orthonormé, on appelle conique toute courbe plane qui peut étre
représentée par une équation cartésienne de la forme :

Ax?* + By* + 2Cx + 2Dy + E = 0avec (A, B) #(0,0), C, D et E des réels
quelconques.

Définitions par foyer, directrice et excentricité

(D) une droite, F un point n’appartenant pas a (D) et e un réel strictement positif.

L’ensemble des points M du plan tel que E = e ol H est le projeté orthogonal de M sur
(D) et ee R} est une conique. F s’appelle le foyer, (D) s’appelle la directrice et e s’appelle
I'excentricité de la conique.

La conique de directrice (D) de foyer F et d’excentricité e est appelée :

— parabole lorsque e = 1;
— ellipse lorsque 0<e <1;
— hyperbole lorsque e >1.




L’axe focal d'une conique est la droite passant par le foyer F et perpendiculaire a la
directrice (D).

Propriétés de I'axe focal et du sommet d’'une conique

L’axe focal d'une conique est un axe de symétrie de la conique.

Théoreme

Soit (T') une conique d’excentricité e.

- Sie#1, c'est-a-dire si la conique est une ellipse ou une hyperbole, 'axe focal
rencontre la conique en deux points distincts ; ces points sont appelés les sommets
de I'ellipse ou de I'’hyperbole.

- Sie=1, c'est-a-dire si la conique est une parabole, 'axe focal rencontre la conique en
un point ; ce point est appelé le sommet de la parabole.

SEQUENCE 59
Equation réduite d’une conique
Objectif

Déterminer I'équation réduite d’'une parabole (e = 1)

Equation réduite d'une parabole (e = 1)

Théoréme

Dans un repére orthonormé (0, 1,]) , I'ensemble des points dont les coordonnées (x,y)
sont telles que x? = 2py (avec p # 0), est une parabole dont le foyer F est le point de
P

coordonnées (0 ; g) et la directrice, la droite d’équationy = — 2

Le réel |p |, distance du foyer a la directrice, est appelé le parametre de la parabole.

Remarque
Un échange des axes de repeére (S, ) en (S,T) conduit a une équation réduite de la forme
2 =px.

Dans ce cas, I'axe focal est la droite de repére (S, 1), le 4 r

foyer est de coordonnées (g ; 0), P

H(%p ;¥) etla directrice est d’équation x = _TP . m D S et
p

SEQUENCE 60 P\ .

Equation réduite d’une ellipse et d’'une hyperbole

Objectif

Déterminer I'équation réduite d’une ellipse et d’'une hyperbole
Définition (conique a centre)

Soit (T ) une conique donnée.

L’équation précédente montre que si :




Mxy)e @)= M (=x;y) € T) =>M" (—x;-y) € (T)
Les ellipses et les hyperboles admettent donc, en plus de I'axe focal, un deuxieme axe de

symétrie : la médiatrice de [S1S;] ; elles admettent aussi, le milieu O de [S1S;] comme
centre de symétrie. On dit que les ellipses et les hyperboles sont des coniques a centre.
Equation réduite de I'ellipse et de I'hyperbole.

Nous venons de voir que I’équation réduite de I’ellipse ou de 'hyperbole est

xZ yZ

=+ —=— =1 avec 0S51=a, OF=cetc=ea

a ac“—c

Ellipse (0 <e< 1) Hyperbole (e > 1)

Comme ¢ = ea, nous avons ¢ < a; le Comme e = <, nous avons ¢ > a
a

foyer F appartient a [S1S;].
En posant b = Va? — ¢%,I'équationde ¢ foyer F est donc extérieur au

I'ellipse dans un repére donné est: segment[S;S,] et a% — ¢2 < 0.
2 2
S+=1
Les points B(0,b) et B’(0; —b) sont les En posant b = Va? — ¢2, I'équation de
points de l'ellipse. I'hyperbole dans un repere donné est:
x2 yZ _
pra TR

(BB’) est appelée petit axe de I'ellipse.

(S1,S3) est appellee grand axe de la médiatrice de[S;S,] .
l'ellipse avec S1(—a; 0)et S, (a; 0). o

L’hyperbole ne possede pas de point situé sur

B Lo L
()
(D)

Bié b i

E Sy g g Sy F

& )

Théoréme
(0,1, J) est un repére orthonormé, a et b sont deux réels strictement positifs avec a+ b

2 2
— L’ensemble des points M(x, y) tels que Z—Z + Z_Z = 1 est une ellipse.

2 2
— L’ensemble des points M(x, y) tels que % - i:—z = 1 est une hyperbole.




SEQUENCE 61
Représentation graphique des coniques
Objectif

Représenter graphiquement une parabole et une éllipse
Représentation graphique d’une parabole

(D):x=—-P/2 (D):ix =—-P/2

Parabole d’équation y* = 2px avec Parabole d’équation y? = 2px avec
p>0 p<oO

F(P/2;0) F(P/2;0)

Paraboles d’axe (Oy)

Pa / T

Parabole d’équation x?=2py avec p >0
F (0; p/2) etdirectrice (D) : y=—p/2.

Représentation graphique d’une ellipse
Définitions

F (0; p/2) etdirectrice (D) : y=p/2.

— Dans le premier cas ou le demi grand axe est a et le demi petit axe est b, le cercle
de centre O et de rayon a est appelé cercle principal et celui de centre O et de
rayon b est appelé cercle secondaire.

— Dans le second cas ou le demi grand axe est b et le demi petit axe est a, le cercle
de centre O et de rayon b est appelé cercle principal et celui de centre O et de
rayon a est appelé cercle secondaire.




cercle secondaire

cercle secondaire
1 cercle principal

-1 0 1 4 5 6
1
cercle principal

Image d’un cercle par une affinité orthogonale
Théoréme

L’image d’un cercle par une aftinité orthogonale dont I'axe est un diamétre est une
ellipse.

Si (C) est le cercle de centre O et de rayon r et si l'affinité est de rapport k alors cette

o e . xz yZ
ellipse est d’équation = + Tz

(€) est Iimage du cercle (C) par
laffinité orthogonale d’axe (AA’)

et de rapport donné.
! ¢ ° Le cercle (C) s'appelle cercle

principal.

SEQUENCE 62

Représentation graphique d’'une hyperbole

Objectif

Représenter graphiquement une hyperbole

xZ yZ xZ yZ
Hyperbole Pl 1 Hyperbole primi 1

Axe focal (Ox) Axe focal (Oy),




b b
asymptotesy = + —X, asymptotes y = i;x,

c=vVa?+b?, c =Vaz + b?,

foyers F(c,0) et F'(—¢;0), foyers F(0, ¢) et F'(0; —c),
2 bz

directrices: x = iaj, directrices: y = i?

excentricité : e = 2 excentricité : e = %.

.....
|||||

Equation d’'une hyperbole rapportée a ses asymptotes
Théoréme
Si u et ¥ sont deux vecteurs directeurs respectifs des deux asymptotes d’une

hyperbole (%), 'équation de (#) dans le repére (O,u, V) est XY = %.

S'il existe des vecteurs I et J colinéaires respectivement aux vecteurs % et ¥ (I=ai et
J =B ) alors I'équation de (#) est XY = L

ap
Régionnement d’un plan par une conique

Propriété

Soit (T') une conique de foyer F, de directrice (D) et d’excentricité e.
Pour tout point M du plan dont le projeté orthogonal sur (D) est H, on a :
M est extérieur a (I') si MF< eMH.

M est intérieur d () si MF> eMH.




SEQUENCE 63

Equations de la tangente en un point M, (x,,y,) d’une conique
Objectif

Déterminer I'’équation de la tangente en un point My (X¢, yo) d'une conique
Equations de la tangente en un point My (X, ¥o) de la parabole

Théorémes

— Pour une parabole d’équation : y? = 2px, une équation de la tangente en My(xq,¥o)

est yyo = p(x + xo)
—  Pour une parabole d’équation x* = 2py, une équation de la tangente en My(xg, o)

est xo =p(y +yo) -

Equations de la tangente en un point My(xg, ¥o) de I'ellipse

Propriété

2 2
Soit (€) une hyperbole d’équation Z—2+Z—2:1 et (T) la tangente en un point My(xy,y,) de
©)
(T) est d’équation % + % =1
Equations de la tangente en un point My(xg, ¥o) de ’hyperbole.
Propriété
2 2
Soit (K ) une hyperbole d’équation Z—Z - :—2:1 et (T) la tangente en un point My(xg, ¥o)
de (3 ).

(T) est d’équation % - %:1_
SEQUENCE 64

Représentation paramétrique d'une conique
Objectif

Donner une représentation paramétrique d'une conique
Paramétrage d'une parabole

Théoreme
tZ
Un paramétrage d’une parabole d’équation y* = 2px est '_{x “2p (tER)
y=t
Remarque
x=1t
Un paramétrage d’une parabole d’équation x* = 2py est :{y _? (teR)
2p

Paramétrage d’un cercle




—  On rappelle qu’un paramétrage d’un cercle de centre O et de rayon r est :
X = 1cos0
{y — rsing @ €l-mmD
— Un paramétrage d’un cercle de centre 2(xy; yo) et de rayonr est :

X = xo9 +1cos@ .
{y = yo + 1rsinf (6 € [-m;m]).

Paramétrage d’'une ellipse
Théoreme

2 2
Un paramétrage d’une ellipse de centre O et d’équation Z—Z + %:1 est:

x = acosO
{y — bsing (@ €[-mTD.
< ’ . . 14 . (x_x())z (y_y())z _
Un paramétrage d’une ellipse de centre 2(xq; yo) donc d’équation 2 T2 =1

x = xo9 + acosO

y =y, + bsin® (6 € [-m; 7).

ESZ'.'{

Paramétrage d'une hyperbole.

Théoréme

2 2
Un paramétrage d’une hyperbole de centre O et d’équation % — %:1 est:

x=a(t+ l)
¥ (te R)
y=b(t-_)
SEQUENCE 65

Définition bifocale des ellipses et des hyperboles

Objectif

Donner une définition bifocale d’une ellipse et d’'une conique
Théoréme 1

Soit (€) une ellipse de foyers F et F, de grand axe [AA’] de centre O. Si on note a=04,
alors pour tout point M de l'ellipse, MF+MF’'=2a

Réciproquement, étant donné deux points F et F’ tels que FF'=2c et un réel a tel que a>c.

L’ensemble des points M du plan tels que MF+MF’=2a est I'ellipse de foyers F et F’ et
dont la longueur du grand axe est égale a 2a.

Théoreme 2

Soit (K ) une hyperbole de sommets A et A, de centre 0. Si on note a=0A, alors




pour tout point M de I'hyperbole, |MF — MF’| =2a

Réciproquement, étant donné deux points F et F’ tels que FF'=Zc et un réel a tel que
0<a <c

L’ensemble des points M du plan tels que |MF — MF’| =2a

est I'hyperbole de foyers F et F’ et dont la distance entre les sommets est égale a 2a.

Exercice d’entrainement de la compétence de base 1 du deuxiéme trimestre
Exercice 1

Résoudre dans R les équations et inéquations suivantes:
1) 2lnx =In(x + 4) + In2x
2) e =4 3)e?* —4e* +3 =0 4) e3* —2e** —8e* = 0
5e*—10e™* =3 6) 32**2 + 26.3* -3 =0

a) Inx<1; b)lnx>2; O-1<Inx<2; d);<e’<2
2
e)(e*+1)(e*—4)<0; f)ln(1+;)21nx.
Exercice 2

Trouver 'entier naturel n tel que :

a) 2" <100 b) (%)n <102 0,22 (g)n a0 (1 +i)n

>
100/ — 2.

Exercice 3
1. Résoudre dans R I’équation x> — 3x — 10 = 0.

En déduire la résolution des équations suivantes :

a) 9*—3*1—-10=0.
b) 4* —3x2%—10 = 0.
¢) (logx)? —3(logx) —10=0

2. Soit le polynéme P(x) = X3 — X? — 4X + 4.

a) Calculer P(1) et écrire P(x) sous la forme d’un produit de facteurs du premier degré.
b) Résoudre P(x) = 0.

En déduire la résolution dans R de chacuen des équations suivantes :

(Inx)? — (Inx)? —4(lnx) +4 =0

.e3* —e2X _ 4 1 4 =0.




Exercice 4

Résoudre dansR? les systémes suivants :

{38" —4e’ = —6 { e*+2e’=1 {31n(x +y)—In(x +4) = —In8
2e*+e¥ =7 —3e* +e¥ =4 e* — e+l —

{ e’* —4e*+3>0 {ln(3x + 4y) — In7 = In(2 — 5x) + In5
2e?* —11e*+5<0 e Zxe¥t3 =1

{ 2Inx +Iny =7
3lnx — 5lny = 4"

Exercice 5

1. Développer I'expression A(x) = (x — 1)(x + 1) (x — 2).
2. Résoudre les équations suivantes :

a) In(x3 + 2) = In(2x% + x)

b) In(|x|? + 2) = In(2x? + |x|)
Oln(x®—x*—-3x+3)=In(x?-2x+1)

d)In(x® —x* —3x+3) =2In(1 — x).

Exercice 6

Déterminer ’ensemble de définition de f dans chacun des cas suivants :

D fO=25 f@W=575 D@ =a  4HfE) =In(e-2)
5) f(x) = In(e* +3);6) f(x) =In(53) ;7) f(x) = Ve* = 3;

8) f(x) =x+ (=) ;9) f(x) = e*(e* —2); 10) f(x) = e* + In|x|;
11) f(x) = In|x + 1| — In|x — 1|.
Exercice 7
Déterminer les limites de la fonction f :
1) fx) =x—Ilnxen+ x; 4)f(x)=x+xln(1+%)en+oo

2) f(x)=x+1+l;"en+ooeten0;5)f(x) =In(e* + 2) en — o0 et ou en +o

3) f(x)=i+lnx en0; 6)f(x)=ln(ex+1

en (0, —oco eten +oo
2ex+3) !

7) f(x) = xln (1 - %) en 0, —oo et en +oco.

Exercice 8

Etudier le signe de f dans chacun des cas suivants:




a)f(x)=Inx(lnx+1) b)f(x)=2Inx(1—-x) o) f(x) = x*ln(x + 1).

Exercice 9

1) On consideére la fonction f définie sur ]0, +oo[ par f(x) = In (%1) - :11

a) Déterminer la fonction dérivée de la fonction f et étudier son sens de variation.
b) Calculer lalimite de f en 0 et en +co.

c) Dresser le tableau de variation de fet en déduire son signe pour tout x € ]0, +oo|.
d) Le plan étant rapporté a un repére (0,1,J), (unite: 2cm). Tracer la courbe (Cf)

représentative de f.

2) On consideére la fonction g définie sur 0, +oo[ par g(x) = xln (%1)

a) Déterminer la fonction dérivée de la fonction g. Déduire de la partie 1, le sens de

variation de g sur |0, +ool.
b) Vérifier que g(x) = ho k, avec h et k les fonctions définies sur ]0, +oo[ par:
h(x) =252 et k(x) =,

c) En déduire la limite de g en +oo eten 0.
d) Dresser le tableau de variation de g sur 0, +oo.

3) Soit @ un nombre réel strictement supérieur a1. On note A(a) l'aire en cm? du
domaine « ensemble des pointsM du plan dont les coordonnées vérifient: 1 <x <«
et0 <y < f(x)».

a) Calculer A(a) en fonction dea.
b) Déterminer la limite de A(a) lorsque a tend vers +oco.

Exercice 11

1) Soit f la fonction définie sur I'intervalle |—1, +oo[ par f(x) = 1 + In(1 + x). On note
(Cf) sa courbe représentative dans un repére orthonormé(0; Z; j). On note (D)la
droite d’équationy = x.

a) Etudier le sens de variation de la fonction f.
b) Déterminer les limites de faux bornes de son ensemble de définition

2) On désigne par g la fonction définie sur l'intervalle |—1, +oo[ par g(x) = f(x) — x.

a) Déterminerlim,__; g(x).

b) Determinerlim,_ % En déduire lim,_, , ,, g(x).

c) Etudier le sens de variation de la fonction, puis dresser le tableau de variation de la
fonctiong.

d) Montrer que sur l'intervalle |—1, +oo[ d’équation g(x) = 0 admet exactement deux
solutionsaetf, avec anégative et B € [2; 3].

e) A l'aide des questions précédentes, déterminer le signe de g(x). En déduire la
position relative de la courbe (Cf) et de la droite (D).




Exercice 11
f(x) =— g +In (x;—l) et (C;) sa courbe représentative.

1) a) Déterminer les limites de f aux bornes de son ensemble de définition.
b) Justifier que(C f)admet une asymptote verticale a préciser.

2) Etudier les variations de f.

3) a) Montrer que la droite (A) d’équation y = — %x est asymptote oblique a la
courbe(C f).
b) Etudier la position de (Cf) par rapport a(A).

4) Tracer (Cf) et ses asymptotes dans un méme repére.

5) Démontrer que F est la primitive de la fonction f définie sur ]1; +oo[ par:

2
F(x) = —% + (x — 1) In(x — 1) — xInx + 1 Prenant la valeur —2In2 en 2.

Exercice 12

Soit f la fonction définie par :
1 1
fooy =4 2*¢
f(x) =0
1) Déterminer 'ensemble de définition de f. Vérifier si f est continue et dérivable en 0.
2) Déterminer les limites aux bornes du Dy.

six+0

3) Déterminer le sens de variation de f. En déduire son tableau de variation.
4) Déterminer les branches infinies si elles existent.
5) Tracer la courbe de f et ses a asymptotes.

Exercice 13

Soit f(x) = x + el™*

1) Déterminer les limites de faux bornes de son Dy.

2) Montrer que la droite (A) d’équation y = x est asymptote a (Cf) en +o0o,
3) Etudier la position de (Cf) par rapporta (A).

4) Déterminer les variations de f et dresser son tableau de variation.

5) Tracer la droite(A), la courbe (Cf) et sa tangente au point d’abscisse 0.

Exercice 14

I- ¢ estlafonction définie sur Rpar: @(x) =e*+x+1

1) Etudier les variations de ¢ et les limites aux bornes de son domaine de définition.

2) Montrer que I'équation ¢@(x) = 0 admet une solution a telle que: —1,28 < a <
-1, 27.




3) En déduire le signe de ¢ sur R.

II- Soit f la fonction définie par: f(x) = ef‘il et (Cf) sa courbe représentative dans un
repere orthonormé (0; 7; j), unité graphique : 4cm.
1 ey _ o)
1) Montrer que pour tout x élément de Dy, f'(x) = D

2) Montrer que f(a) = a + 1 et encadrer f(a).

3) Ecrire une équation de la tangente (T) au point d’abscisse x = 0.
4) Déterminer les limites de f en +oo0 et en —oco.

5) Dresser le tableau de variation de f.

Exercice 15

ex
2(e*-2)
courbe représentative dans le plan muni d’'un repére orthonormal (o, ,j). (Unité
graphique 2cm)

Soit la fonction f définie sur R\ {{n2} par: f(x) =x+ On désigne par (Cf) sa

1) Montrer que la droite d’équation x = In2 est asymptote verticale a (Cf).
2) a) Déterminer la limite de f en—co.

b) Justifier que la droite (D) d’équation y = x est asymptote a (Cf) en—oo.
1

ex

3) a) Démontrer que pour tout x distinct deln2,ona: f(x) = x + % +

2
b) En déduire la limite de fen +co et justifier que la droite (D,) d’équation

y=x+ % est asymptote a (Cf) en+oo,

4) Etudier le signe de f'(x) et en déduire les variations de f.
5) Représenter (Cf) et ses asymptotes dans le repére donné.

Exercice 16

On considere la suite définie par: uy = 2 etu,,.1 = 2u,, — 3 pour toutn € N.
Démontrer par récurrence que, pour tout entier naturel n,ona: u, = 3 — 2™

Exercice 17

. . . L 2\"
Etudier les variations de la suite (u,,) définie par: u,, = (5) pour toutn € N,

Exercice 18
a) On considere la suite (u,,) définie par: u, ;1 = u, +4etuy =1.
Déterminer la formule explicite de la suite.

b) Soit (u,,) une suite géométrique dont le premier terme u, et la raison q sont
strictement positifs, et (v,,) 1a suite telle que : pour tout entier naturel n,
v, = In(u,).




1) Démontrer que la suite (v,,) est définie et qu’elle est arithmétique. On déterminera

saraison r en fonction de q.
2) Déterminer les valeurs de q telles que la suite (v,,) est strictement décroisante.

Exercice 19

Soit la suite numérique (u,,) pey définie sur N par:

Ug = 2
2 1
Uni1 = Uy +§n+ 1
a) 1.Calculer uq, uy, us et uy. On pourra en donner des valeurs approchées a 1072
pres.
2. Formuler une conjecture sur le sens de variation de cette suite.
b) 1.Démontrer que, pour tout entier naturel n,u,, < n + 3.

2. Démontrer que, pour tout entier natureln, u,,1 —u, = %(n +3 —u,).
3. En déduire une validation de la conjecture précédente.
On désigne par ( V,)ney la suite définie sur N parv, = u,, — n
a) Démontrer que la suite ( v,,) ey €St une suite géométrique de raison §
b) En déduire que pour tout entier naturel n,u,, = 2 (g)n +n
¢) Déterminer la limite de la suite (u,)pen-

Exercice 20

3n+2
2n-1

1) Etudier de deux maniéres le sens de variation de la suite u,, définie par: u,, =

2) Soit (v, nen+ la suite de terme général : u,, = s'ﬂ# Démontrer que la suite (v,,) est
bornée.

3) Etudier le sens de variation de la suite (W,,) définie par: W, = 3in

Exercice 21
uo =1

Soit (U,,) la suite définie par: { g = Z:;;'V nen

1) Calculer uq,u;, uz etuy et prouverquevVn e N, u, +1 > 0.

. . . 1 :
2) Démontrer que la suite (v,,) définie sur N par: v,, = — est une suite

arithmétique.
3) Exprimer v, puis u, en fonction de n et étudier la convergente de la suite (u,,).




Exercice 22

Uy = 0
On considere la suite (u,,) définie par: _ 3u,+2,VneN
Upt1 = Up+2

1) Démontrer que pout entier nde N, u,, # 2

. Cfe s 1 . ’ o
2) a) Montrer que la suite (v,,) définie par: v, = Z"+2 est une suite géométrique dont

on précisera la raison et le premier terme v,.

b) Exprimer v,, en fonction de n et calculer sa limite lorsque n tend vers +oo.
¢) En déduire u,, en fonction de n.

d) Calculer en fonction de n, la somme S,, = vy + v{ + -+ + v,,.

Exercice 23

La suite (U,),n € N est définie pour n > 1 par:
n n n
Un=atont " tom

a. CalculerU,,U, et U;
b. Ecrire un algorithme qui donne U, n étant donné. Donner alors

Ui, Uz et Usg. Que peut-on conjecturer quant a la limite de (U,)n € N?

n?

nZ+1

2
7 n
c. Démontrer que pour n = 1: — <U,<

d. En déduire la convergence et la limite de la suite (U,)n € N

Exercice 24

On consideére la suite (U,)n € N définie par récurrence par :

{ U() =1let U1 =2
Uiz =6Uyq —5U,

Calculer U,,U; et Uy,.

Résoudre I'équation du second dégré suivante: x*? = 6x — 5
Déterminer 2 réels A et B tels que:4A X 5" + B

En déduire Uy,

/e e op

Exercice 25

La suite (U,),n € N est définie par:

Up=0,5
{U n+1 = 2Un — 1
a. Entracant dans un repere orthonormé les droites d’équationy = x ety =
2x — 1, construire sur I'axe (0x) les images des 4 premiers termes de la
Suite.

b. Onpose U, = U,, + 1; Montrer que la suite (V,,)n € N est géométrique




c. Exprimer alors V,, puis U,, en fonction de n
d. Etudierla convergencede (U,)n € N etde (V,)n € N

Exercices types de la compétence de base 1 du deuxiéme trimestre et corrigés
Enoncé 1

Simplifier I’écriture des expressions suivantes :
1) Ine*+Inve;

2) In(3e) +In+1nd+1n+ Inl;

) In(3e) nz +In- +In- + Ing

3) In(2 ++3)20 + In(2 — V3)2;

Solution

1
2=

1) Ine?*+InVe =2 lne+% lne = glne = gpuisque Ine? = 2lne = 2 etlnve = Ine
%etlnezl

2) In(3€) +Inz +In>+In2+ Inl = In3 +lne+1n(§x§x§xg) =n3+1+
In (g) =3 +1+ (~In9) =3 +1—2In3 =1— In3

3) In(2++v3)20+In(2 —3)20=20In(2 + V3) + 20 In(2 — V3) = 20In(2 +
V3)(2-+3) =20In(4-3) =20ln1 =0

Enoncé 2

Résoudre les équations ou inéquations suivantes dans R :

D In(x*-1)-In(2x—1)+In2=0

2) In(x+1)+In(x—2) =I[n18

3) a.développer l'expression A(x) = (x — 1)(x + 1)(x — 2)

b. résoudre I'équation suivante : In(x? + 2) = In(2x2 + x)

Solution

1) In(x*-1)-In2x—-1)+In2=0
x*-1>0
2x—1>0
& xe|—o; —1[ U ]1; +00[etxe]%; +00[

Conditions d’existence de I’équation : {

Doux>1

2_
Pour x> 1,ona:In(x*—-1)-In(2x — 1) +In2=0 < In (ﬁ) = ln(%)

1-+3 1++3
et x2= 2

S x =

2




Or, 1_7\/5 < 1 donc seule la solution Xz%g 6]1 ; +00[ etS = {

1+2\/§}

2) In(x+1) +In(x — 2) = In18

x+1>0(:){x>—1(:)x>2 Donc D = ]2; +oof

x—2>0 x>2
Inx+1)+In(x—-2)=Imn18<= In(x + 1)(x — 2) = In18

Domaine de définition : {

ox+1D)x-2)=18=x*-x-20=0
D'oux =5etx =—4o0r —4 ¢ ]2; +oo[ Donc S = {5}

3) a) Développer I'expression: A(x) = (x — 1)(x + 1)(x — 2)
b) Résoudre I'équation suivante : In(x3 + 2) = In(2x? + x)

Enoncé 3

Résoudre dans R les équations ou inéquations suivantes

1) e€=7=0
2) e¥*+e*—6=0
3) Lne*1 =1

4) e¥*+e*—6<0
Solution

1) e-7=0o¢e*=e" o x=1In7
Donc S={In7}
2) e*+e*—6=0.

Enposante* = X,onaura:e?*+e*—-6=0cX>+X-6=0

& (X-2)(X+3)=0d'ouX=2ouX= -3 ore* = Xdonce* =2 oue* — 3 & x=In2 ou
e* = —3 impossible car e* > 0 VxeR.
Donc S={Iln2}
3) Ine**!' =1 o ne**! = lne © e**! =e! =x+1=1doux=0 donc S={0}.
4) e*+e*-6<0 o (e*—2)(e*+3)<0

On sait que e* + 3 > 0 V xeR donc (e* —2)(e*+3) <0

S ef-2<0 @e* <2 e* <e™ etcomme e* est une fonction croissante,
alors

x<Iln2 s xe]—oo ; ln2] donc S=]—oo ; an]

Enoncé 4
Déterminer les limites suivantes :
a) Lim (—x + 4e¥)
X—>—00

b) Lim, . .(; — 3€¥)




Solution
a) Lim (—x + 4e")
X——0o
Ona: Lim-x= 4+ et Lim e* = 0 et donc par somme ona: Lim (—x + 4e*) = +o

X——00 X—>—00 X——00

b) Lim (- 3e)

x—+co \X
. 1 . . 1
Lim - =0 et Lim — 3e* = —o donc Lim (— — Sex) = —0o0
x—>+00 X x—+00 x—>+00 \X
Enoncé 5

Déterminer ’ensemble de définition, I’ensemble de dérivabilité et les fonctions dérivées
de chacune des fonctions suivantes.

a f@)=%

b. f(x) = eV
c. f(x)=In(e*+1)

Solution

o*
a. f(x) = >
f est définie et dérivable sur |—o0; O[ U ]0; +oo[ en tant que quotient de
fonctions qui le sont, le dénominateur ne s’annulant pas sur
I'intervalle] —oo; O] U ]0; +oo.

Pour tout x€|—oo0; 0] U ]0; +00[,f(x)e7etf’(x) =% x;: A _¢ (;_1)

e*(x-1)

x2

Donc f'(x) =

b. f(x) = eV*

f est définie et dérivable sur ]0; +oo[ puis qu’elle est la composée des fonctions

qui le sont, la fonction u(x) = Vx n’étant dérivable que sur |0; +oof.

! —_ 1 .
De plus, sachant que u(x) = Vx » u'(x) = N Vx € ]0 ; +00[
et[e*®@] = u'(x)e*®, ona f'(x) = (e‘ﬁ)’ = ie‘/x
c. f(x)=In(e*+1)
On sait que Vx € R, e* + 1 > 0 et que la fonction X — InX est définie et
dérivable sur ]0; +oo[ donc f(x) = In(e* + 1) est définie et dérivable sur R.




ur(x)

En posant u(x) = e* 4+ 1,ona u'(x) = e* et sachant que[ln(u(x)]' = o

onadonc: f(x) = —x),onadonc:f(x) =

u'( w(x) _ e*
u(x)

u(x)  e*+1
Enoncé 6
Soit fla fonction définie sur R par f(x) = xe(=*
1) Dresser le tableau de variations de f

2) Démontrer qu'il existe un unique a€R tel que h(a) = —1

Solution
1. f(x) = xel™* est dérivable sur Retona: f'(x) = (1 — x)e!™* et comme
el™® > 0 VxeR, f'(x) est du signe de 1-x c’est-a-dire que f’'(x) < Osi xe]l ; +00[
et f'(x) > 0si xe]l ; +00[. Donc f est croissante sur

]1 ; +00[ et décroissante sur]l ; +00[.

Par croissance comparée de la fonction exponentielle et des fonctions polynomes, on

a:lim, ., xel™ =elim xe*=0et lim,_,_,, xel * = —©
x—+00

On a le tableau de variation de f

X —® 1 +o00
563 . .
f(x) 1

2. fest continue et strictement croissante sur l'intervalle ]—oo ; 1[ avec f(1) = 1et

lim f(x) = —o0. Donc f est une bijection de ]—oo ; 1[ sur ]—oo ; 1[. Il s’ensuit qu’il
X——0o
existe un unique réel ae]—oo ; 1[ tel que f(x) = —1. De plus, on vérifie que

f(x) >0,vx > 1.
Enoncé 7
On désigne par f la fonction polyndme définie par: f(x) = x% — 3x + 2.

On se propose de montrer que pour tout entier naturel n, il existe des réels a,, et b,, et
une fonction polynéme p,, a coefficients réels, tels que pour tout réel x I'onait :

X" =p,(x) X f(x) + apx + b,

1) Déterminer Po, Ao, b(), P11, Aq, bl etp,, a,, bz.




2) Démontrer par récurrence l'existence de p,, a, et, b, pour tout n. On établira
notamment que pour tout entier naturel n, pour tout x € R,

Pni1(x) = xpp,(x) + a,,, a,,1 =3a,+b, et b,,4 =—2a, (on pourra peut-étre
remarquer que a,x* + b,x = a,, f(x) + 3a, + b,)x — 2a,).

3) Montrer que pour tout entier naturel n, a,, +b,, = 1.
4) Montrer que la suite de terme général u,, = a,, + 1 est une suite géométrique.
5) En déduire les expressions de a,, et b,, en fonction de n

Solution
Soit f la fonction polyndme définie par: f(x) = x% — 3x + 2.

1) Déterminons py, g, bg, P1, @4, by et p3, az, b,.
Ona:
1=po(x)f(x) + apx + by = po(x)(x* —3x + 2) + ayx + by
= po(X)x% — 3po(x)x + 2po(x) + apx + by
& 1=po(x)x? + (=3py (x) + ag)x + 2py + by

Po=0 Po=0
Par identification: {—3pg +ag =0 =Jay =0
Zpo + bo =1 bo =1

Ensuite, pourn =1,0na:
x=p(Xfx)+ax+b; =p(x)(x* —3x+2) +a;x+ b,
e x=p(x0)x? - 3p;(X)x +2p,(x) + a;x + by
= p1(0)x? + (=3p; (¥) + ay)x + 2p, + by

pP1=0 p1=0
Par identification:{—3p;1 +a; =1 ={a; =1
2p1 + b1 =1 b1 =1

Enfin, pourn = 2,0na:
x> =p,(xX)f(x) + azx + by = p,(x)(x* —3x +2) + azx + b,
& x =py(0)x? = 3p,(xX)x + 2p,(x) + azx + b,
= p2(X)x% + (=3p; (x) + az)x + 2p, + b,

pz=1 p2=1
Par identification:{—3p, +a, =0 =ja; =3
2p2+b2:0 b2:—2

2) Démontrons par récurrence I'existence de p,, a, et, b,, pour tout n.
Onapourn =0, pof(x) + agx + by = 1 car py = 0 et ayg = 0, doncla
proposition est vraie au rang 0.

Soitn € N, supposons que x™ = p,(x) X f(x) + a,x + b, et montrons que
X = Prp1(X) X f(X) + @pyg X + byyg

Ona:x"! = x"x = (P f(x) + apx + by)x = pf(X)x + a,x* + b,x,

Or a,x* + b,x = a,f(x) + (3a, + b,)x — 2a,,

doux™?! =p, f(x)x + a,f(x) + 3a, + b,)x — 2a,

Montrons que P11 = PaX + @y, a1 = 3a, + bpetb, 1 — 2a,




Il suffit de montrer que ces valeurs vérifient la relation de récurrence suivante :
1 = pn+1(x)f(x) +a,1x+ bn+1-
Ona:
xn+1 = pn+1(x)f(x) + An1X + bn+1 = (xpn + an)f(x) + (3(1" + bn)x +
(_Zan)

= xp.f(x) + 3a,x+ a,f(x) + b,x — 2a,

= (pof(x) + 3a,, + b,)x + a,x* — 3a,x

= (Pnf(x) +3a, + by + apx — 3a,)x = (Ppf(x) + apx + by)x

= x"x = xn+1

Ainsi la proposition est vraie au rang n + 1, donc pour tout € N, p,,, a,, et b,, existent.

3) Montrons que pour toutn € N,a,+b, =1
Onapourn =0,ap+by=0+1=1
Soitn € N, supposons que a,+b,, = 1 et montrons que @, ;1+b,,1 =1
Onaa,,1+byiq = 3a, + b, —2a, = a,+b, = 1.
Ainsi la proposition est vraie au rang n + 1.
Donc pour toutn € N, a,+b,, =1

4) Montrons que la suite de terme général u,, = a,, + 1 est une suite géométrique
Upt1 api1+1l _ 3apthp+1l _ 3ap+(1-a,+1) _ 2a,+2

Ona: = = = =2

un Apt1 ap+1 ap+1 ap+1

Donc (u,,) est une suite géométrique de raison q = 2.

5) Déduisons-en les expressions de a,, et b,, en fonction de n
Ona:u, = uyq" doncu, = 2™
Ooru,=a,+1<a,=u,—1,donca, =2"—-1.

De plus, a,+b, =1 < b, =1—a,, donch, =2 — 2™

Enoncé 8

Soient (u,) et (v,) les suites numériques définies par :

u0:9
tv,=u,—6
VnEN,un+1:%un+Be " "

1) a) Montrer que (v,,) est une suite géométrique dont on déterminera la raison

b) Soit n un entier, exprimer v,, puis u, en fonction de n.

2) On définit la suite (w,,) par : pour tout entier naturel n,w,, = In(v,,) ol Iln désigne le
logarithme népérien.

a) Montrer que (w;,) est une suite arithmétique que I'on caractérisera
b) Calculer, Vn € N, la somme S,, = X}}l_o Wy

3) Soit n un entier naturel, et le produit P,, = vy X v1 X ....X v,
a) Montrer que §,, = In(P,)

b) En déduire la limite de P,, lorsque n — +oo.




Solution

u0=9
{VnEN’un+1:%un+3 etvn=un_6

1) a) Montrons que (v,,) est une suite géométrique dont on déterminera la raison
1 1 1
vn+1:un+1_6:Eun+3_6:E(un_3) :Evn-
Ainsi, (v,,) est une suite géométrique de raison 2
b) Soit n un entier, exprimons v,, puis u,, en fonction de n
1\" 1\"
Vo=uy—6=3 doncvn=3(5) etunzvn+6=3(5)

2) On définit la suite (w,,) par : pour tout entier naturel n,w,, = In(v,,) ol Iln désigne le
logarithme népérien.

a) Montrons que (w,) est une suite arithmétique que I'on caractérisera
1 1
0N a:Vyiqq = Vyetalors wyyq = In (Ev") =—-In2 + In(v,) .

Ainsi, (w,) est une suite arithmétique de raison —In2 et de premier terme wy = In3

b) Calculons,vn € N, la somme S, = Y}i_o Wk

(n+1)(wo+wy) (n+1)(2In3—-nin2)
Sn = 2 = 2

3) a) Montrons que S, = In(P,,)
Ona:

In(P,) =In(vy X vy X ... X v,) =In(vy) + In(vy) + -+ In(v,) =wy +wy; +
tw, =8,

b) Déduisons-en la limite de P,, lorsque n — +o
In(P,) =S, © P, =e
Donc lim,,_, ; P, = lim,,_, ;o €. Orlim,,_, .o, S, = — o
Alorslim,,_,,, P, =0
Enoncé 9
On consideére les suites (u,,) et (v,,) définies pour tout entier naturel par :

Uy = 0 Vo = 2
_ 2up+1et _ 3vp+1

Upt1 = 4 Vn+1 = 4

1) Calculer uy, u, uj d’une part et v4, v, v3 d’autre part.

2) On consideére la suite (S,,) définie pour tout entier naturel npar: S, = u,, + v,




a) Calculer Sy, $1,52,53 .
A partir de ces résultats, que peut-on conjecturer pour la suite (S,,)?

b) Al'aide d’'un raisonnement par récurrence, montrer que la suite (S,,) est une suite
constante.

3) On considere la suite (d,,) définie pour tout entier naturel n par d,, = v,, — u,,.
a) Montrer (d,,) est une suite géométrique
b) Donner I'expression de d,, en fonction de n

4) En utilisant les résultats des questions 2-b et 3-b, donner I'expression de v,, et u,, en
fonction de n

5) Montrer que les suites (u,,) et (v,,) convergent. Préciser leurs limites.

Solution
Ug = 0 Vo = 2
_ 2up+1et __ 3vp+1
Upt1 = 4 n+1 — 4
1 7 37 ., 7 25 91 .,
1) Calculons uq = U2, =g U= d'une partetv, = V2= V3=, d’autre
part.

2) Pour tout entier naturel n par: §,, = u,, + v,

a) Calculons: 8¢ =2,8; =2,5, =2,5;=2.

On peut conjecturer que la suite (S,,) est constante

b) Montrons que la suite (S,,) est une suite constante.

So = 2 et supposons que, pour tout entier k, on ait §;, = 2 et démontrons que Sy.1 = 2
Sk+1 = Wieen + Vit :%uk +%+%vk +%:%(uk+vk) :%Sk +%

Compte tenu de '’hypotheseS; = 2, on obtient : S} .1 = 2 donc, d’apres le principe de
démonstration par récurrence, pour tout € N, §,, = 2.

(8,,) est donc une suite constante.

3) Pour tout entier naturel n par d,, = v,, — u,.

a) Montrons que (d,,) est une suite géométrique

3 1 3 1_3 3
A1 =Vnpr —Upyr = U+, =3V — 3= ;0 —Uy) =2d,
S . 3 .
Donc (d,,) est une suite géométrique de raison et de premier terme dy = 2
b) Donnons I'expression de d,, en fonction de n

Pourtoutn e N, d,, = 2 G)n




4) donnons I'expression de v, et u,, en fonction de n
3 n
Pourtoutn € N,u,, +v, =2etv, —u, = Z(Z)
, 3\" 3\"
Onendéduit: u, =1 - (Z) etv, =1+ (Z)

5) Montrons que les suites (u,,) et (v,) convergent. Précisons leurs limites.

Chacune des suites (u,,) et (v,,) estla somme d’une suite constante et d'une suite

L .3 3
géométrique de raison 7 avec 0< 7 < 1, donc convergentes vers 0.

Par conséquent, (u,) et (v,) sont convergentes et lim,,_,, ,, u, = lim,,_,, , v, = 1.

Exercices de la compétence de base 2 du deuxiéme trimestre
Exercice 1

Etudier la loi * définie sur P(E) par:

{A*B:AuBsiAnB:(Z)
AxB=EsiANB+0Q

Exercice 2

Soit A un anneau tel que :

v(a,b) € A%, (a? — a)b = b(a? — a)

a. Montrer que:V (x,y,z) € 43, (xy + yx)z = z(xy + yx)

b. Montrer que A estunanneau commutatif.

Exercice 3

Soit G = R* X R et * laloi dans G définie par:

(x,y) (2, y') = (xx', xy" +y)
a. Montrer que (G,*) est un groupe non commutatif.
b. Montrer que (]0,+oo[ X R,*) est un sous-groupe de (G,*).

Exercice 4

On munit A = R X R de deux lois définies par :

xy)+ &, y)=x+x,y+y)etlx,y)«(x,y) = (xx',xy" + x'y)
a. Montrer que (4, +) est un groupe commutatif.

b.

Montrer que la loi * est commutative

Montrer que * est associative.

Déterminer I'élément neutre de A pour la loi *

Montrer que (4, +,*) est un anneau commutatif.

Sl e




Exercice 5

On définit dans N une loi de composition interne en posantV (a, b) € N2 a*xb=a+
b + ab.

a) CalculerR;:7+2et3 x5

b) Laloi est-elle associative ?

c) Montrer que (N,*) admet un élément neutre et que * est commutative.
d) Un élément de N a-t-il un symétrique pour la loi ?

Exercice 6

1) Ondéfinitdans NlaLClpar:va,be N,aTh = 2ab

a) (T)est-elleune LCIdans N ?

b) (T) est-elle commutative ?

c) (T) est-elle associative ?

d) Existe-t-il un élément neutre dans N pour (T) ? Calculer: [(2T3) T 1].
2) OndéfinitdansQlaLClpar:Vx,y €EQ,x Ly=x+y+3

a) Laloi (L) est-elle une LCI dans Q ?

b) Calculer (2 L 6) et (6 L 2). Que peut-on conclure ?

c) Démontrer que Q posséde un élément neutre pour (L1).

Exercice 7

1) On munit R de la loi de composition interne * définie par :
Vx,yER x*y=xy+ (x?—-1)(y?-1)
a) Montrer que la loi x est commutative, non associative, et que 1 est élément
neutre.
b) Résoudre dans R les équations suivantes: 2 *xx =5etx*xx =1
2) On munit R} de la loi de composition interne = définie par: V x,y € R} ,x x
y=+x*+y?
a) Montrer que * est commutative, associative et que 0 est élément neutre.
b) Montrer qu’aucun élément de x n’a de symétrique pour R7.
c) Démontrer que I'équation x * 3 = 5 admet au moins une solution dans R7.
d) V(a,n) € R} X N, calculer a * a * a -* a (n facteurs).

Exercice 8
Soit IK I'ensemble des complexes de la forme Z =a + iboua,b € Q.

1) Montrer que (KK, +) est un groupe commutatif.
2) Montrer que (K*,.) est un groupe commutatif.
3) En déduire que (K, +,.)est un corps commutatif.

Exercice 9




On munit A = R X R de deux lois définies par:
{(x, N+ y)=&+x, y+y)
() * (x,y) = (xx', xy" + x'y)

1) Montrer que (4, +) est un groupe commutatif.
2) Montrer que :
a) Laloi x est commutative et associative.
b) Déterminer I'élément neutre de A pour la loi *.
3) Montrer que (4, +, *) est un anneau commutatif unitaire.

Exercice 10
Soit E I'ensemble des fonctions f: ]0; +oo[ - ]0; +oo telles qu'il existe @ € R* vérifiant :
Vx € ]0; +oof, f(x) = x*

1) Montrer que pour tout € R*, f est une bijection de ]0; +oo[ sur ]0; +oo[.
2) Montrer que E muni de la loi de composition o des fonctions est un groupe.

Exercice 11

Une urne contient trois boules noires et quatre boules blanches, indiscernables au
toucher. On tire simultanément deux boules dans I'urne.

1) Quelle estla probabilité que les deux boules soient blanches ?
2) Quelle estla probabilité que les deux boules soient noires ?
3) Quelle estla probabilité que les deux boules soient de couleurs différentes ?

Exercice 12
Un jury est composé de 4 membres tirés au sort parmi 9 hommes et 6 femmes.

1) Calculer la probabilité que le jury comprenne 2 hommes et 2 femmes.
2) Calculer la probabilité que le jury ne comprenne aucune femme.
3) Calculer la probabilité que le jury comprenne au moins une femme.\

Exercice 13
Dans un jeu de 32 cartes on tire simultanément et au hasard 4 cartes.
Calculer la probabilité des événements :
A : « Obtenir une carte de chaque couleur » ;
: « Obtenir exactement un as » ;
: « N'obtenir aucun as » ;
: « Obtenir au moins un as » ;

: « Obtenir deux cceurs et deux piques » ;

m m g O W

: « Obtenir exactement deux cceurs et un as ».




D
2)
3)

Exercice 14

Un sac contient 3 jetons verts et 6 jetons rouges. On tire simultanément et au hasard 2
jetons de ce sac. Quelle est la probabilité de tirer :

a) 2jetonsverts?
b) 2 jetons rouges?
c) 2jetons de couleurs différentes ?

Exercice 15

Un sac contient deux billes noires et trois billes rouges. On tire au hasard et
simultanément deux billes.

a) Quelles sont les cas possibles de cette épreuve ?
b) Une bille noire fait gagner 1000 F et une bille rouge fait perdre 1000 F au joueur.
Calculer la probabilité pour un joueur de perdre 2000 F lors d'un tirage.

Exercice 16

Une urne contient 12 boules numérotées de 1 a 12. On tire au hasard une boule de 'urne
et on note son numéro N. Les boules ont la méme probabilité d’étre tirées.

On désigne respectivement par A et B les évéenements « N est pair » et « N est multiple de
trois ».

1) Calculer la probabilité des événements A, Bet A N B.
2) Calculer la probabilité de A, B et A U B.

Exercice 317
Un jury est composé de 4 membres tirés au sort parmi 9 hommes et 6 femmes.

Calculer la probabilité que le jury comprenne 2 hommes et 2 femmes.
Calculer la probabilité que le jury ne comprenne aucune femme.
Calculer la probabilité que le jury comprenne au moins une femme.

Exercice 18

Dans un groupe de 20 personnes, on doit choisir, au hasard, trois représentants.
Saliou et Julie sont membres de ce groupe. Calculer la probabilité d’événements

A : «ni Saliou, ni Julie ne font partie des trois représentants » ;
B : « Saliou et Julie font partie de trois représentants » ;

C: « Seul Julie fait partie des trois représentants ».




Exercice 19

Une urne contient 4 boules rouges, 3 boules vertes et 2 boules noires.

1) On tire simultanément et au hasard 2 boules de I'urne. Déterminer la probabilité des

événements suivants :
A: « Les 2 boules tirées sont de la méme couleur » ;

B : « il ya au moins une boule rouge parmi les 2 boules tirées ».

2) On tire successivement et sans remise, au hasard, les 2 boules. Déterminer la

probabilité des événements suivants :
C: « la premiére boule tirée est rouge » ;

D : « Les boules tirées sont de couleurs différentes ».

Exercice 20

D
2)

3)

Une entreprise veut engager 4 ingénieurs dans 4 spécialités différentes. 6 ingénieurs
se présentent. Combien de choix s’offrent au responsable de 'embauche dans les 3
cas suivants ?

Les 6 ingénieurs sont polyvalents (pouvant tous occupés n’'importe lequel des 4
postes).

Un seul est polyvalent pour les 4 branches, les 5 autres le sont seulement dans 3
branches.

Parmi ces 6 candidats se trouvent 3 hommes et 3 femmes, tous polyvalents. L’équipe
recherchée doit comprendre 2 hommes et 2 femmes.

Exercice 21

D

2)

3)

On a rangé en vrac dans une boite, neuf cartes postales indiscernable au toucher.
Cing de ces cartes proviennent du Tchad, une provient du Maroc et trois de la Chine.
On tire simultanément et au hasard trois cartes de la boite.

Démontrer que la probabilité de n’obtenir aucune carte du Tchad parmi les trois
, v 1
cartes est égale a 7

Calculer la probabilité des événements A «lors d'un tirage, obtenir une carte de
chaque pays » et B « lors d’un tirage, obtenir au moins une carte du Tchad »

X est la variable aléatoire comptant pour chaque tirage de trois cartes, le nombre de
cartes de la Chine. Donner la loi de probabilité de X ainsi que sa variance.




4) On répete ce tirage n fois de suite en remettant a chaque fois les trois cartes tirées
dans la boite. A partir de quelle de n, la probabilité d’obtenir au moins un tirage sans
carte du Tchad est-elle supérieure ou égale a 0,95 ?

Exercice 22

Une boite contient 4 boules rouges,3 boules vertes et n boules jaunes (n € Netn > 2).
On tire simultanément 2 boules de la boite et on suppose que les tirages sont
équiprobables.

1) Exprimer en fonction de n, les probabilités des événements :
A : « Les deux boules sont jaunes »
B : « Le tirage est unicolore »
C : « Le tirage est bicolore »
3 s .
2) Onsuppose que P(A) = o déduiren, puis P(B) et P(C).
3) Onsuppose que n = 7. On répéte 10 fois 'expérience en remettant dans la boite apres
chaque tirage, les deux boules tirées. X est la variable aléatoire qui comptabilise le
nombre de réalisation de I’événement B.

a) Calculer la probabilité des événements (X = 2) et (X = 9).
b) Calculer 'Esperance mathématique de X et donner une interprétation du résultat.

Exercices types de la compétence de base 2 du deuxieme trimestre et corrigés

Enoncé 1
On veut élire un comité de 5 membres parmi les 50 éleves d’une classe de TD.

a) Quel estle nombre de résultats possibles ?

b) Quel estle nombre de comités contenant exactement 2 filles sachant qu’il y a 20
filles dans cette classe ?

¢) Quel estle nombre de comités contenant au moins une fille ?

Solution

a) Un comité de 5 membres choisis parmi les 50 éleves de cette classe de TD est une
partie constituée de 5 éleves choisis parmi les 50. Le nombre total de résultats

. .5 _ 50!
possibles est: Cz = iam
b) Le nombre de comités contenant exactement 2 filles sachant qu’il y a 20 filles
200 _ 30!
dans cette classe est: €3y X €3y =—— X —

2!118!  3!47!




¢) Lenombre de comités contenant au moins une fille est :
1 4 2 3 3 2 4 1 5 0
€20 X €39+ €29 X €39 + €39 X €39 + C39 X €39 + €39 X (39

Enoncé 2

Dans une classe de Terminale D, il y a 60% de filles et 45% des filles ont 18ans ; 35% des
gargons ont 18 ans.
Déterminer la probabilité pour qu’'un éléve de cette classe ait 18 ans.

Solution

Dans une classe de Terminale D, il y a 60% de filles et 45% des filles ont 18ans ; 35% des
gargons ont 18 ans.

Déterminons la probabilité pour qu’un éleve de cette classe ait 18 ans.

Soit Al'’évenement : « I'éleve a 18 ans » et B, ’évenement : « I’éleve est une fille ».
Ona:P(B)=0,6.

L’évenement A/B : « I’éleve a 18 ans sachant qu'il est une fille » a pour probabilité :
P(A/B) = 0,45.

L’événement A/B : « I'éléve a 18 ans sachant qu'il est un garcon » a pour probabilité :
P(A/B) =0,35.

Les autres probabilités s’obtiennent par complémentarité : P(A/B) + P(A/B) =1 et
P(A/B) + P(A/B) = 1.

D’ou I'arbre ci-dessous :

B B
0,45/ &55 0,3% &55
A A A A

Ainsi, P(A) = P(AnB) + P(AN B) = 0,45 x 0,6 + 0,4 x 0,35 = 0,41.
La probabilité pour qu’un éleve ait 18ans est 0,41.

Enoncé 3

Deux urnes indiscernables (1) et (2) contiennent des boules indiscernables au toucher.
L’'urne (1) contient 4 boules rouges et 2 boules noires.

L’'urne (2) contient 3 boules rouges et 1 boule noire.

On choisit une urne au hasard, on tire au hasard une boule de cette urne et on note la
couleur de la boule tirée.

Calculer la probabilité pour que la boule tirée soit rouge.

Solution

En effet, 'épreuve décrite est un enchainement de deux expériences aléatoires : choisir
une urne et tirer une boule de cette urne.

L’univers () associé a cette expérience aléatoire est constitué des 10 boules des deux
urnes.

Désignons par:




4 I'événement : « la boule tirée provient de 'urne (1) »; Q, : «la boule tirée provient de
I'urne (2) » ; R: «la boule tirée est rouge » et par N : « la boule tirée est noire ».

On remarque bienque Q =Q; UQ,etQ; N Q, = 0.

L’évenement R est la réunion de deux événements disjoints suivants :

— RN Q4 : «laboule tirée est rouge et provient de 'urne (1) » ;
— RN Q, : «laboule tirée est rouge et provient de I'urne (2) » ;
d’ou P(R) =P(RN Qy) + P(RN Qy).

Or P(Rﬂ ‘Ql) = PQI (R) X P(.Q.l) ; P(Rﬂ .Qz) = PQZ (R) X P(.Qz)
L’éveénement Q; et '’évenement (2, sont équiprobables et forment une partition de
I'univers Q) c’est-a-dire que P(Q4) = P(Qy) = %
De plus P, (R) est la probabilité de tirer une boule rouge de I'urne (1), donc P, (R) = g
2
3

Et, Pg, (R) estla probabilité de tirer une boule rouge de I'urne (2), donc Py, (R) = %.

Ainsi, P(R) = P(RN Q;) + P(RN Q)
2 1 3 1 17

==-X=-4- x-=—,
3 2 4 2 24

Enoncé 4
On lance trois fois de suite une piéce de monnaie bien équilibrée.

a) Quelle estla probabilité d’obtenir deux fois pile ?
b) Quelle est la probabilité d’obtenir au moins une fois face ?

Solution
On lance trois fois de suite une piéce de monnaie bien équilibrée.

a) Calculons la probabilité d’obtenir deux fois pile.
Lors du lancer d’'une piéce de monnaie bien équilibrée, l1a probabilité d’obtenir

« pile » est P(p) = % Celle d’obtenir « face » est P(f) = %

La répétition de cette méme épreuve trois fois est un schéma de Bernoulli de
1

parameétresn = 3,p = 3

Ainsi, la probabilité cherchée est :

P=ci() x ()’
3

8
b) Soit A, I'évenement : « obtenir au moins une fois face ».

La probabilité d’obtenir au moins une fois face est :

1 2 2 1 3 0
—c1(1 1 2 (1 1 3(1 NN _3,3,.1_7
P(A)=C3 (2) X(z) + G5 (2) X(z) + C3(2) X(z) =T8T %
NB : on pourra utiliser la probabilité de I'’événement contraire : A « obtenir aucune

face aucours des trois lancers » .




Py = 4(5) < (5) =5
Ainsi,P(A) =1-P(A4)

7
8
Enoncé 5

Une urne contient douze boules numérotées de 1 a 12. On tire simultanément trois
boules.

On suppose que tous les résultats possibles d’'un tel tirage sont équiprobables.
On désigne par a, b et ¢ les numéros des trois boules tirées.

Déterminer la probabilité de chacun des évenements suivants :

A: «a,b etcsontles termes consécutifs d'une suite arithmétique de raison 3 ».
B:«a,b et csontles termes consécutifs d'une suite géométrique de raison 2 ».
C: «a,b et csontles termes consécutifs d’'une suite arithmétique de raison — 2 ».
NB : on donnera les résultats sous forme de fraction irréductibles.

Solution

Une urne contient douze boules numérotées de 1 a 12. On tire simultanément trois
boules.

On suppose que tous les résultats possibles d’'un tel tirage sont équiprobables.
On désigne par a, b et ¢ les numéros des trois boules tirées.
Déterminons la probabilité de chacun des évenements suivants :

A: «a,b et csontles termes consécutifs d’'une suite arithmétique de raison 3 ».

a=b-3
b=c-3

donca €{1,2,3,4,5,6}

b €{4,5,6,7,8,9} et

ce{7,8,9,10,11,12}
L'ensemble A ={(1,4,7); (2,5,8); (3,6,9); (4,7,10); (5,8,11); (6,9,12)}
SoitCardA=6

Ona:{

Si 'on désigne par , I'univers associé a cette expérience, Card Q = €3, = 220,

CardA _ 6 3

CardQ 220 110

P(A) =

B:«a,b et csontles termes consécutifs d'une suite géométrique de raison 2 ».

b = 2a

Ona:{cZZb




b
Donca = 3 etc=2b

Ainsi, b € {2,4, 6}

ae{l,2, 3}

ce{3,6,12}
B=1{(1,2,4); (2,4,8); (3,6,12)}
Card B=3

CardB _ 3

P(B) = CardQ 220

C: «a,b et csontles termes consécutifs d'une suite arithmétique de raison - 2 ».

a=b+2
b=c+2

Donca€{5,6,7,8,9,10,11,12}
b €{3,4,5,6,7,8,9,10} et
cef{1,2,3,4,5,6,7,8}

SoitCard C=8

Ona: :{

CardC _ 8 2

P(A) =

CardQ 220 55

Enoncé 6

Trois enfants A, B, C passent le méme jour un concours. Les trois examens sont
différents et se passent en des différents centres. Les parents de ces enfants leur
accordent les probabilités suivantes de succes : P(A) = 0,7 ; P(B) = 0,4; P(C) = 0,6.

Calculer la probabilité pour que :

1) Les trois enfants réussissent;
2) Les trois enfants échouent;

3) Aseul réussit;

4) Un enfant exactement ait réussi;
5) Bsoitle seul a échouer;

6) Aumoins un enfant ait réussi.

Solution

Trois enfants A, B, C passent le méme jour un concours. Les trois examens sont
différents et se passent en des différents centres. Les parents de ces enfants leur
accordent les probabilités suivantes de succes: P(A) = 0,7 ; P(B) = 0,4 ; P(C) = 0,6.

Calculons:

1) la probabilité P4 pour que les trois enfants réussissent: P1=0,7 X 0,4 X 0,6 =
0,168




2) la probabilité P, pour que les trois enfants échouent: P,= (1-0,7)(1—0,4)(1 —

0,6)
P, =0,072

3) la probabilité P; pour que A seul réussit: P3 =0,7 x (1 —-0,4)(1-0,6) =0,168

4) la probabilité P4 pour qu'un enfant exactement ait réussi :
P,=0,168+(1-0,7)(0,4)(1-0,6)+(1—-0,7)(1—-0,4)(0,6) = 0,324

5) la probabilité P5 pour que B soit le seul a échouer: P5s =0,7 X (1—-0,4) X 0,6 =
0,252

6) la probabilité Pg pour qu’au moins un enfant ait réussi: P =1 — 0,072 = 0,928

Enoncé 7

On a mesuré la taille des individu d’'un groupe et on a obtenu le tableau suivant :

Taille | 155 | 159|167 | 170 | 175|177 | 193

Effectif | 1 1 3 1 1 2 1

On choisit au hasard un individu et on désigne par X sa taille en centimétre.

a) Déterminer laloi de probabilité de X.
b) Calculer I'espérance mathématique et I'écart type de X.
c) Définir la fonction de répartition de X et tracer sa courbe représentative.

Solution

On a mesuré la taille des individu d'un groupe et on a obtenu le tableau suivant :

Taille | 155 | 159|167 | 170 | 175|177 | 193

Effectif | 1 1 3 1 1 2 1

On choisit au hasard un individu et on désigne par X sa taille en centimetre.

a)

b)

Déterminons la loi de probabilité de X:

En effet X(Q) = {155,159,167,170,175,177,193}
insi = 1. = 1. = -3 - 1.
Ainsi, P(X=155) = o P(X=159) = o P(X=167) = n ; P(X=170) = o
_ -1 . prx= —2_1 px= =1
P(X=175) = ; P(X=177) = — = = ; P(X=193) =
Calculons I’espérance mathématique de X :

_ymn — 1 1 3 1 1
En effet E(x) =), x;p; =155 X o 159 X o T167 X5+ 170 X -+ 175 X o

1 1
177 X z + 193 X o
La variance de X est : V(X) =Y ,(x; — E(X))?*p; =YY", pix® - [E(X)]?.

= 2,1 2,1 23 2 1 2 1 2 1
V(X) =155 ><10+159 ><10+167 ><10+170 ><10+175 ><10+177 X

+193% x - — [E(X)]2.
L’écart -type cherché est: a(X) =,/V(X)




¢) Définissons la fonction de répartition de X : la fonction de répartition F est telle que :
F(x) =0,six <155

F(x) = % si155 < x <159
F(x) = % si 159 < x <167
J F(x) = %, si167 <x <170
F(x) = %, si170 < x <175
F(x) = %, sil175 <x <177
F(x) = %, sil177 <x <193

\ F(x) =1si193 <x.

Indication : tracer la représentation graphique de F dans un repére (O, [, ]).
Enoncé 8

On lance dix fois une piece de monnaie parfaitement équilibrée et on désigne par X la
variable aléatoire qui associe a ces dix lancers le nombre de piles obtenu.

a) Déterminer laloi de probabilité de X.
b) Calculer I'espérance mathématique et la variance de X.

Solution

On lance dix fois une piéce de monnaie parfaitement équilibrée et on désigne par X la
variable aléatoire qui associe a ces dix lancers le nombre de piles obtenu.

a) Déterminons la loi de probabilité de X :

On sait que X(Q) ={0,1,2,3,4,5,6,7,8,9,10}.
Px=0)=¢ho(5) % (5) " sPee=D =l () x () rrx=2=ch(5) x ()"
=5 = (% Q) rxmn =cin ()« () rpex=5) = (< ()’
rx= = () (@) e =i (3 x () srox=my =ty (0 x ()
ooy =ch (3 x @) roc- 10 () )

b) Calculons 'espérance mathématique et la variance de X.
Eneffet E(x) =Y, x;p; et V(X) =Y, pixi2 - [E(X)]?
Indication : calculer E(X) et V(X).

Enoncé 9

On lance 8 fois un dé non pipé dont les faces sont numérotées de 1 a 6 et on désigne par
X la variable aléatoire qui associe a ces huit lancers le nombre de multiples de 3 obtenus.




a) Déterminer laloi de probabilité de X.
b) Calculer I'espérance mathématique et I’écart type de X.

Solution

On lance 8 fois un dé non pipé dont les faces sont numérotées de 1 a 6 et on désigne par
X la variable aléatoire qui associe a ces huit lancers le nombre de multiples de 3 obtenus.

a) Déterminer laloi de probabilité de X.
Les multiples de trois sur un dé sont: 3 et 6

Pour le lancer une fois de ce dé, la probabilité d’obtenir un multiple de 3

2 1
est:p = s 3

La répétition 8 fois du lancer de ce dé nous ramene au schéma de Bernoulli de

\ 1
parametresn = 8 etp = 3

X(Q) ={0,1,2,3,4,5,6,7,8}
Ainsi, P(X = 0) = C2 G)O x (;)8; P(X=1) = C} (g)1 x (;)7; P(X = 2) = C2 (§)2 x (3)6;

3
== () x (B rxm =t () x ()= =R (2 < ()

1\ [2)?2 1\7 _ (2\! 1\8 _ 2\0
Px=6)=C§(3) x(3) :Px=7=6(5) x(3) Px=8)=c§(3) x(3)-
b) Calculons I'’espérance mathématique et I'écart-type de X.

Eneffet EX) =np ;VX) =np(1 -p) et a(X)=,/V(X)
Ainsi,E(X) =8 x 7 =3 ;V(X) =8x ; X ==% eta(X)=| =1

Enoncé 10

Une loterie émet chaque semaine 20 billets parmi lesquels 6 gagnants. Une partie
consiste a acheter deux billets.

a) Le parieur Dogo achete en une semaine deux billets. Calculer la probabilité pour
qu'’il perde.
b) On suppose que Dogo achete chaque semaine deux billets. Quelle est la
probabilité pour qu’il gagne exactement une fois dans un mois de 4 semaines ?
c) Parmi les 6 billets gagnants, il y — a un billet qui gagne 1000F, 2 billets qui
gagnent 500F et 3 billets qui gagnent 200F.
On désigne par X la variable aléatoire qui, a chaque partie, associe le gain.
1) Déterminer la loi de probabilité de X.
2) Calculer I'espérance mathématique, la variance et I'écart type de X.




Solution

Une loterie émet chaque semaine 20 billets parmi lesquels 6 gagnants. Une partie
consiste a acheter deux billets.

a) Le parieur Dogo achete en une semaine deux billets. Calculons la probabilité pour
qu'’il perde.
Désignons par E, '’évenement : « Dogo perd » :
CZ
P(E) = glz
b) On suppose que Dogo achéte chaque semaine deux billets. Calculons la probabilité
pour qu’il gagne exactement une fois dans un mois de 4 semaines.

Désignons par S, 'évenement : « Dogo gagne exactement une fois dans un mois de
4 semaines » :

34
P(S) = a,

c) X(Q)=1{400,700,1000,1200,1500}

_ _g_ 3. _ _Gx€} 6, _ _G_1 _

1) P(X—400)—Cg—15,P(X—700)— a = 15’P(X_1000)_c§_15’P(X_
_cixcy 3 _ _cixcd 2
1200) = _cg =5 P(X=1500) = —C% =TI

Sachant que E(x) =Yy xip; ; V(X) =i, pixi>~ [EX)1? et a(X) = [V(X)
Indication : utiliser ces formules pour les calculs de E(X) ; V(X) et a(X).
Enoncé 5

Une urne contient 3 boules rouges et 2 boules blanches. On effectue trois tirages
successifs d'une boule dans cette urne, la boule tirée étant remise dans I'urne apres
tirage. On s’intéresse a I'issue de ces trois tirages au nombre de boules rouges obtenues.
Ce nombre est ainsi la réalisation d'une variable aléatoire notée X. A chaque réalisation
de cette variable aléatoire, on associe I'équation du second dégré (E) : x? — 6x + 8X =
0.

a) Déterminer laloi de probabilité de X.

b) Déterminer la probabilité pour que 'équation (E) admette deux racines réelles.

c) Déterminer la probabilité pour que I'’équation (E) admette deux racines entieres
strictement positives.

Solution
Désignons par Q I'univers associé a cette expérience : Card O = 53.
Soit X(2), 'univers image de cette variable aléatoire : X(Q) = {0, 1, 2, 3}

A chaque réalisation de cette variable aléatoire, on associe I’équation du second dégré
(E): x* —6x + 8X = 0.

a) Déterminons la loi de probabilité de X.




23 8 3x3x22 36 3x32 x2 54
PR=0) =5 =5 PR=D) =—F— =5 i PE=2) =—F— =555
33 27
PX=3) =57 = 5

b) Déterminons la probabilité pour que I'équation (E) admette deux racines réelles.
Considérons I'équation (E) : x2 — 6x + 8X = 0
A=36—-4x1x8X=36—-32X=4(9 —8X).

[’équation admet deux racines réelles si et seulement si A > 0 c’est-a-dire 9 - 8X = 0,
X< 2

8
X prenant ses valeurs dans X(Q) = {0, 1, 2, 3}, pour que cette condition soit réalisée, il
fautqueX=0ouX=1.

La probabilité P cherchée est donc la somme des deux probabilités P, et P4 puisque les
deux évenements (X = 1) et (X = 1) sont incompatibles.

_
T 125
. . . 44
La probabilité pour que (E) admette deux racines réelles est P = s

¢) Déterminons la probabilité pour que I'équation (E) admette deux racines entieres
strictement positives. Les deux racines doivent étre réelles ; doncX =0 ou X = 1.
Le produit des racines étant égale a 8X et la somme des racines égale a 6 ; les deux
racines sont strictement positives si 8X est strictement positif ; la seule valeur
acceptable est
X = 1. Calculons alors ces racines qui doivent étre réelles.
PourX=1,x2—-6x+8=0

A=36—-4x1x8=36—-32=4

Les deux racines sont: x = 4; x = 2.

La probabilité cherchée est: P(X=1)= 36
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Exercices d’entrainement de la compétence de base 3 du deuxiéme trimestre
Exercice 1

Le plan est muni d'un repére orthonormé (0, 1,J ).On désigne par s et s’ les symétries
orthogonales d’axes respectifs (D) et (D’).

Dans chacun des cas suivants, déterminer la nature et les éléments caractéristiques de la
transformation sos’:

a) D):x=4et(D):x=y c) (D):y=—1et(D):y=2

b) D):x—y=1let(D):x+y=1 d) (D):x+2y=0et(D):2x—y+1=0

Exercice 2




ABC est un triangle équilatéral dans le plan orienté. Trouver toutes les isométries qui
laissent ce triangle globalement invariant.

Montrer que I'ensemble de ces isométries muni de la loi o est un groupe non commutatif.
Exercice 3
ABCD est un rectangle.

Dans chacun des cas suivants, déterminer la droite (A) telle que :

a) t15=Sx 0S (AD) b) tig=5S@D)0S, c) €45 =54 0S (BO) d) tig=5S®00Ss
Exercice 4

ABC est un triangle équilatéral de sens direct et de centre O

Dans chacun des cas suivants, déterminer la droite (A) telle que :

2 2
a)r (A, 3)= 5,05 @) b) I (A, )= S(04) 0S4 ©) T (0, 5)= S(0a) 054 d) 1 (0,5)= 5,05 (0w
Exercice 5

ABC est un triangle équilatéral de sens direct.

Déterminer les applications suivantes :

a)r (A, g)o tag b)) tygor(4, g) o) r(C, g)or(B, g)or(A, g) d) r (C, g)or(A, g)r(B, g)

Exercice 6

Le plan est muni d’'un repére orthonormé (0, 1,7 ). On donne A (2; 0), B (1; 1), C (—2;

A’ (3;10), B’ (4; 6) et C' (—3; —1).
Soit f I'application affine du plan dans le plan telle que : f(A) = A’, f(B) =B’ et f(C) =C’

1) Démontrer que f est bijective
2) Déterminer 'expression analytique de f

Exercice 7

f estlarotation définie analytiquement par :

V3 1%
= 2x+ 2y+2+1
, 1 V3
y=-3*"7%

X

1
Déterminer les éléments caractéristiques de f.

Exercice 8




Le plan est muni d'un repére orthonormé (0, 1,J ).On donne la droite (A) d’équation
x-y=1. On note s, la symétrie orthogonale d’axe ( A).

1. Déterminer I'écriture analytique puis I’écriture complexe de s, .

2. Soitw’ le vecteur de coordonnées (1 ; 2) et ty- la translation de vecteur w'. On pose :
g=t0S,. Montrer que g est une symétrie glissée, puis déterminer 'expression
analytique puis complexe de g.

Exercice 9
Soit f une application affine telle que fof = id

1) Démontrer que f est bijective.
2) Soit A un point et M milieu de [A, f(A)]
Démontrer que M est invariant par f
3) Soit (P) 'ensemble des points invariants par f
a) Justifier que (P) est non vide
b) Démontrer que si (P) est un singleton, alors f est une symétrie centrale

Exercice 10

Le plan est muni d’'un repére orthonormé (0, 1,7 ).Soit u’'le vecteur de coordonnées
(-g; 2) et f'application du plan dans lui-méme qui, a tout point M, associe le point M’ tel
que :OM’ =(W.OM) T+(T. OM) W

1) Donner I'expression analytique de f. En déduire que f est une application affine

2) Déterminer deux points A et B, distincts d O tels que f(A)=A et Of(B) =-40B . En
déduire la nature et les éléments caractéristiques de f

Exercice 11
Le plan est muni d'un repére orthonormé (O, 1,7 ). Soit f 'application du plan dans lui-
méme qui, a tout point M(X; y), associe le point M'(x"; y’) tel que

1
x' =§(4x—2y—6)

1
y’=§(2x—y—12)

1) Démontrer que le vecteur MM’ a une direction fixe que I'on précisera
2) Démontrer que fof=f
3) a) Déterminer I'’ensemble des points invariants par f

b) En déduire la nature et les éléments caractéristiques de f

Exercice 12




Le plan est muni d'un repére orthonormé (O, 1,7 ). Soit f 'application du plan dans lui-
méme qui, a tout point M(X; y), associe le point M'(x"; y’) tel que

, 1
X —E(Sx—12y+ 24)
1
y' = E(—le— 5y + 36)

1) Démontrer que f est involutive

2) Démontrer que I'ensemble des points invariants par f est une droite (D) que 'on
précisera

3) Soit M un point et M’ son image par f
a) Démontrer que le milieu de [M, M’] appartient a (D)

b) Démontrer que le vecteur MM’ a une direction fixe orthogonale a celle de (D)
¢) En déduire la nature et les éléments caractéristiques de f

Exercice 13
de foyer F et de directrice (D) :

Dans chacun des cas, déterminer une équation de la parabole (P) de foyer F et de
directrice (D) :

a) F(2;00et(D):x=1; b)F(-1;2)et(D):x=1,; ) F(1;1) et (D):y = —4

Exercice 14

Dans chacun des cas, déterminer une équation de la conique (C) de foyer F, de
directrice (D) et d’excentricité e:

a) F(1;4),D):y+3 =0ete=2
b) F(-2;3),(D):x+5=0ete=;
c) F(5;2),(D):y—1=0ete=1
d) F(6;-2),(D):x=2,8ete=2
e) F(57;5),(D):x=—;ete=1

Exercice 15

1. Dans chacun des cas suivants, démontrer que (C) est une équation d'une conique
a centre dont on précisera les éléments caractéristiques ;

2. Déterminer ensuite une représentation paramétrique de chaque conique
trouvée :

a) (C):4x®>+9y?2-36=0 f) (C):4x%—y?=2y




b) (C):9x%2 —y%?+18=0 g) (O):x*+6x+y=0

c) (C):9x% + 4y? — 36x + 8y + h) (C):4x®? —y?> +x+4y—48 =
4=0 0

d) (O:x*+y*—2x+4y+1=0 ) (O):y=2Vx2—4

e) (C):4y?—-24y+x+36=0

Exercice 16

(0,1, J) est un repére orthonormé.

Dans chacun des cas suivants, trouver I’ensemble des points M(X, y) tels que :
a) (xl-D(yl-1 <1

b) x|x| +4yly| =1

Exercice 17
1. Dans chacun des cas suivants, déterminer une équation de I’ellipse donnée par une
représentation paramétrique :

1
x =;cos6 —1 X = 2cos0 — 3

y=3sing+1 0 €lmml

a) : 0 € [—m; . b){

y= %bsinﬂ +2

2. Dans chacun des cas et dans un repére convenablement choisi, déterminer une
représentation paramétrique de la conique définie par:
a)2x?—y?—4y—-12=0 b)y?-4x+2y+9=0 o)x*-6x—3y+3=0

Exercice 18
On donne les points F(-2, 2) et F'(4, 2). Déterminer la nature et les éléments
caractéristiques de I'ensemble des points M du plan qui vérifient :

MF+MF'=10 et |MF — MF’|=4.

Exercice 19
Le plan est muni du repére orthonormé (O, 1, J). On donne A(2,-1) et A’(-2,3).

1. Déterminer une équation de I'ensemble (€) des points M du plan tels
que MAMA’=1
2. Déterminer une équation de I'image de (C) :

a) Par l'affinité orthogonale d’axe la droite de repére (0,1) et de rapport § .

b) Par I'affinité orthogonale d’axe la droite de repére (0,}) et de rapportg.

Exercice 20

Soit f la transformation du plan qui, a tout point M(X, y) du plan, associe le point
M’'(x',y") tel que:




{x’=x+y\/§
y =—-xV3 +y

1) Préciser la nature et les éléments caractéristiques de f.

2) Soit (E) I'ellipse d’équation 4x2 + y? = 4
a) Déterminer une équation de (E") image de (E) par f.
b) Déterminer la nature et les éléments caractéristiques de (E’).
¢) Construire (E) et (E") dans un méme repére.

Exercice 21
(0,1, J) estun repére orthonormé direct.

Soit (E) I'ensemble des points du plan dont I'affixe z vérifie la relation :
20z - (z? - 2% =1
Soitr la rotation de centre O et d’angle E et(E”) image de (E) parr.

a) Déterminer une équation cartésienne de (E).
b) Déterminer puis tracer (E").

Exercice 22

A tout point M d’affixe z non nul, on associe le point M’ d’affixe z’ tel que :
=1 1
z' = (z+ Z).

1. Déterminer 'ensemble des points M tels que z’ soit un nombre réel.
2. On suppose que M décrive un cercle de centre O et de rayon 2 :
a) Vérifier quez = 2e'® ou @ € R.
b) Démontrer que M’ décrit une conique dont on précisera les éléments
caractéristiques.

Exercice 23

A tout réel m, on associe la conique (Ty,) d’ion équation —mx? + y? — 2x + 2my = 0
dans le repére orthonormé (0, 1, j).

1. Déterminer I'’ensemble des points appartenant a toutes les coniques (I},).
2. Pour quelles valeurs de m (T},) est-elle :
a) Une parabole ?
b) Uncercle?
¢) Une hyperbole équilatere ?
3) Lorsqu’une conique (T},) posséde un centre Q,,,quel est 'ensemble des points
Q7




Exercice 24
Soit (£) une ellipse d’équation 4x? + y? = 36 et les points A(g) et B(g).
Soit M un point de (£) et M’ isobarycentre de A, B et M.

1. Démontrer que M’ est image de M par une transformation que I'on précisera.
2. En-déduire une équation de (") ensemble de points M’ lorsque M décrit (&).
3. Tracer (€) et (€') dansle méme repére.

Exercices types de la compétence de base 3 du deuxiéme trimestre et corrigés
Enoncé 1

ABCDEFGH est un pavé.

1) Déterminer les images des points A, B, C et D par la translation de vecteur AE.
2) Déterminer les images les images des points A, D, H et E par la translation de

vecteur A—E
Solution

1) LespointE, F, G et H sont les images respectives des points A, B, C et D par la

translation de vecteur AE.
2) Les points B, C, G et F sont les images respectives des points A, D, H et E par la

translation de vecteur AB.
Enoncé 2

On considere la pyramide OABCD ci-dessous et on désigne par ABCDEFGH le tronc de
pyramide tel que E, F, G et H soient les milieux respectifs des arétes [0A], [OB], [0C] et
[OD].




1) Déterminer les images des points A, B, C et D par 'homothétie h de centre O et de
rapport % .

2) Déterminer lesimages des points E, F, G et H par 'homothétie de centre O et de
rapport 2.

Solution

1) Les points E, F, G et H sont les images respectives des points A, B, C et D par
I’homothétie h de centre O et de rapport % .

2) Les points A, B, C et D sont les images respectives des points E, F, G et H par
I’'homothétie de centre O et de rapport 2.

Enoncé 3

Donner la nature et les éléments caractéristiques de I'application ayant pour expression

xX=3x—-4
analytiquey y' =3y
z=3z+2
Solution
x'=3x—4
En effet, 'application ayant pour expression analytique "= 3y estune homothétie
z'=3z+2

2
de rapport 3 et de centre !Z< 0 )

-1

Enoncé 4

1 -1 0
1) On donne les points A(—l) ; B( 0 > et C( 1 ) et on considere les homothéties
0 1 -1
h1(A_ 1y hz g 2y M3y

Déterminer la nature, les éléments caractéristiques et I’expression analytique de

chacune des transformations suivantes : hyo h3 ; hyohq




0
2) hest’homothétie de centre A( 1 ) et de rapport—4 et ¢ la translation de

-1
-2
vecteur | 1 |. Déterminer la nature, les éléments caractéristiques et
1

I'expression analytique de chacune des transformations suivantes: hotettoh.

Solution

1) hyo hz est’homothétie de rapport — 2. Son expression analytique

1 1
(x'=-2x+ P
est:¢y = —2y+ 2. Le centre de cette homothétie est le point I §
Z =-2z-2 _5
2 6

x' +2
h,oh, est une translation. Son expression analytique est : {y’ —1 .hyoh  estdonc
z' -1

Il
N < =

2
une translation de vecteur u (— 1>.

-1
0
2) hestl’homothétie de centre A| 1 > et de rapport—4 et ¢ la translation de vecteur
-1
-2
U( 1 | hotettoh sontdeshomothéties de rapport — 4.
1
h ot est’homothétie de rapport — 4. L’expression analytique de 4 o test:
8
x'=—-4x+8 i
y' = —4y + 1; le centre de cette homothétie estle point J| =
z'=—-4z-9 9

5

to h estl’homothétie de rapport — 4. L’expression analytique de £ o Ahest:

2
X' =—4x—2 .
{y’ = —4y + 6 ; le centre de cette homothétie est le point K 3
z'=—-4z—-4 4
5

Enoncé 5




ABCDEFGH est un cube, I, ], K et L sont les milieux respectifs de [EF]; [HG]; [DC] et [AB].

1) Déterminer la nature de la composée des réflexions de plans (ADE) et (IJK).
2) Déterminer la nature de la composée des réflexions de plans (ABC) et (EFG).

Solution
1) Lacomposée des réflexions de plans (ADE) et (IJK) est la translation de vecteur
AB.
2) Latranslation de vecteur 24E est la composée des réflexions de plans (ABC) et
(EFG).
Enoncé 6

ABCDEFGH est un cube, I, ], K et L sont les milieux respectifs de [EF]; [HG]; [DC] et [AB].

H J G
E ¢

DAL C
A L B

1) Déterminer la nature de la composée des réflexions de plans (ADE) et ( CGH).
2) Déterminer nature de la composée des réflexions de plans (ABC) et (IJK).

Solution
ABCDEFGH est un cube, I, ], K et L sont les milieux respectifs de [EF]; [HG]; [DC] et [AB].

1) La composée des réflexions de plans (ADE) et ( CGH) est le demi-tour d’axe (DH).
2) Lacomposée des réflexions de plans (ABC) et (IJK) est le demi-tour d’axe (LK).

Enoncé 7

Le plan est muni du repére orthogonalité (0, 1, )
Soit f une rotation de centre A (1,—1) et d’angle g
Déterminer une expression analytique de f.
Solution

Le plan est muni du repére orthogonalité (0,1, J)




Soit f une rotation de centre A (1,—1) et d’angle g

Déterminons une expression analytique de f.

Nous allons utiliser la forme complexe de f.

Posons M(x,y) et son image M’(x’,y’) par f.Si M est]'image du complexe z = x + iy et
M’ celle du complexe z’ = x’ + iy’ et w le complexe affixe de A.

Onaz — w= e3(z— w)

En utilisant les formes algébriques, on a:

/1 /2
xX+iy—-(21-1i) = (cos—+isin§)(x+iy—(1—i))<:> xX+iy —1+1i

3
1111 E BB V3
TR T TR T Y T TS

PN 2 2 2 2
, V3 1 V3
y=7x+5 —7—1

Enoncé 8

Soit (D) la droite d’équationx —y -1 =0

Déterminer I'expression analytique de la symétrie orthogonale d’axe (D).
Solution

Soit (D) la droite d’équationx —y -1 =0

Déterminer I’expression analytique de la symétrie orthogonale d’axe (D).

Notons s cette symétrie .

Si M’(x’,y") est'image de M(x, y) par s alors MM’ L U, ol U est un vecteur directeur de
(D)et K, milieu de [MM’] appartient a (D).

MM'.u=0

M =she { Ke(D)

X+x/  y+y!

MM'(x' —x,y' - y) K( ;=5 )etu(1;1)

X' —x+y' —-y=0 X' =y+1
M'=s(M) & % B %y'_l:oetona{y,zx_1

Enoncé 9




Le plan est muni du repére orthonormé (0,1,J). Ondonne A (3;2),B (1;1)etC (0; 1).

Soit A’ (6;6),B (3;3)etC (2; 1) lesimages respectives de A B et C par I'application
affine f.

Déterminer analytiquement I'application f.
Solution
Le plan est muni du repére orthonormé (0,1,7). Ondonne A (3;2),B(1;1)etC (0; 1).

Soit A’ (6;6),B" (3;3)etC (2;1)lesimages respectives de A B et C par I'application
affine f.

Déterminons analytiquement I'application f.

Soit M(x; y) et M’'(x"; y’) image de M par f.
Désignons par ¢ 'application linéaire associée a f.
¢(AB) = A'B’ {—chm — () = -3 -3
o(AC) =AC -3¢0 - () = 4T - 5]

Onendéduit@@) =T+ 2)et@() =17 -7

Par ailleurs @(AM) = A'M’ @ @[(x —3)T + (y— 2)J]= X— 6) T + (y' — 6)]

Comme @ est linéaire et en remplacant @ (1) et @ (j) par leurs expressions on a :

{x’=x+y+1
y' =2x-y+2
Enoncé 10

Soit ¢p une application linéaire associée a une application affine f telle que : pour tout
vecteur U = @(u) = 2uU. SoitK (1; 2) etK’' (3 ; —1) son image par f.

Déterminer I’expression analytique de f.
Solution
Soit ¢ une application linéaire associée a une application affine f telle que : pour tout
vecteur U = @(u) = 2uU. SoitK (1; 2) etK’' (3 ; —1) son image par f.
Déterminer I'expression analytique de f.
Soit M(x; y) un pointet M’'(x’; y’) son image par f.
KM'= 2 KM
En remplacant ces vecteurs par leurs coordonnées, on a :

{x: =2x+1

y =2y-5

Enoncé 11




Le plan est muni du repére orthonormé (0, 1,7 ).

Déterminer I’expression analytique de I'affinité d’axe la droite d’équationy = 3, de
direction j et de rapport —2.

Solution
Le plan est muni du repére orthonormé (0,1, 7).

Déterminons I'expression analytique de I'affinité d’axe la droite d’équation y = 3, de
direction j et de rapport —2.

3

Soit M’ (;:) image de M(;) par l'affinité.
On doit avoir HM'= —2 HM

H(E) HM (57X) et HM(,°,)

y'-3 y-3
T_ TV Y xX'—-x=0 x' =x
L Ty TR

Enoncé 12

Le plan est rapporté a un repére orthonormé (0, 1, j) Déterminer la nature de la conique
et les éléments caractéristiques pour chacune des équations suivantes :

) y=x*+x+1

2) x*+x+2y°+y=0

3) ¥*—y*+x+y+1=0

Solution
1) v x2 1 _ 1\%2 3 3\ 1\2
) y=x+x+1 o y=(x+y) +3 o (y-7)=(x+3)
Soit € la conique considérée. C est la parabole de sommet S(— %, %) d’axe focal la droite
earion — L N -1 _13. 0 _ (.1
d’équation = 5 de parametre p = 5 et donc de foyer F( 52t 4) = ( > 1) et de
1

. . . . 3 1
directrice d’équation y = 27 1°3




2) Soit § la conique d’équation x> + x + 2y* +y =0

2 2 1. 1.
. A2 2 _ 1 l _E (x+2) (y+4) _
Ona:x“+x+ 2y +y—0(:>(x+2) +2(y+4) —8(:(\/5)2+ 5 =1
8 4

. 1 1 3 3 .
S est donc une ellipse dont le centre Q(— 20 Z) aveca = \[5 eth= \/T_ oua >

b. L’axe focal est la droite d’équation y = — % et les sommets de I'ellipse sont :
1 3 1, 4, 1 3 1 1 1 43 ,, 1 1 3
A(_E+\/;'_Z)'A (‘5—\/;— Z)’B(_E'_Z+T) B (=337 %)

/ 3 s 1
De plus,ona:c =+ a2 — b* = \/T— . L’excentricité e = 2 = — et les foyers sont

V2
1,v3 1 1 V3 1 : . . i :
F(— >t %, - Z) et'(— 2" %, _Z) . Les directrices sont les droites d’équations : x =
1
1, B 1
2 2 2 2

2 _ .2 1)? 1)?
3) 22—y +x+y+1=0(=>(x+5) —(y—E) = —1 donc la courbe € est une

hyperbole de centre (— %, %) et d’axe focal la droite d’équation x = —% avec
a=b=1.

13 11 o s
Les sommets sont B(_E'E) et B’(_E’E) avec ¢ = v a? + b? =2 puis 'excentricité

e = < = \/E
b
Les foyers sont F(— %,% ++2) et F'(— %,% —+/2) et les directrices sont les droites
équations: y = 4 Lot y= Lo L
dequatlons.y—2+ﬁety—2 R

Enoncé 13

Le plan est rapporté a un repére orthonormé (0, 1, ). Déterminer, pour chacune de ces
équations cartésiennes, la nature et les éléments caractéristiques de la conique.

1) y*=—x
2) Z+
3) L -

Solution

1) y? = —x et soit C la courbe considérée. C est la parabole de sommet 0, d’axe focal
(0x), de parametre p = % tournée vers le x négatifs et dont le foyer est le point

1 . . N . 1
F(—-,0) etladirectrice estla droite d’équation : x = -
4 4

D Hry=1 () +Q) =1




La courbe € correspondante est I'ellipse de centre O avec a =5 > 3 = b. Donc
'axe focal est I'axe des abscisses (0x) et les sommets de I'ellipse sont les

points A(5,0),A'(=5,0), B(0,3) et B'(0,—3) comme ¢ = v b% — a? = 4 alorsles

foyers de I'ellipse sont les points F(0,4) et F'(0, —4) . L’excentricité vaut = % = g.
3) SoitS la courbe dont I’équation cartésienne est :—; - %z =1
Ona: (Z)Z — (§)2 = 1 donc § est une hyperbole de centre O et d’axe focal (0Ox) avec
a=4eth=3doncc=+a%+b*=5 etlexcentricité est = § = ;.

Les sommets de I'’hyperbole § sont les points A(4, 0) et A'(—4, 0) alors que les foyers
sont les points F(5,0) et F'(—5,0). Les directrices sont les droites d’équations

: 16 16 .
respectives x = S =g etx=——. Cette hyperbole a pour asymptotes les droites
) s . . 3 3
d’équations respectives y = X et y= 2

Enoncé 14

1) Déterminer une équation cartésienne de la parabole de foyer F(%, 2) et de directrice
D:x=3.

2) Déterminer une équation cartésienne de la conique d’excentricité e = 5 de foyer
F(3,2) et de directrice associée d’équation y = 1.

3) Déterminer une équation cartésienne de l'ellipse d’excentricité e = 0,5 , de foyer
F(1,—1) et de directrice la droite d’équationy = x.

Solution

Parabole de foyer (%, 2) etde directrice D: x = 3. 0On sait qu'une parabole P est telle

2 _ 232
que : M(x,y)e(p) © MF* =d(M, D)* G - x) +2-y)?= % Donc M(x,y) €(p)

o %—x+x2+4—4y+y2 =x2-6x+9
Donc (p)a pour équation cartésienne : 4y* + 20x — 16y — 19 = 0

1) Conique d’excentricité 5, de foyer F(3, 2) et de directrice associée d’équation y = 1.
Comme l'excentricité e = 5 > 1 alors cette conique est une hyperbole(H) eton a:
M(x, y)e(H) & MF? = 52MD? = (x — 3)% + (y — 2)% = 22 donc
M(x,y)e(H) & x> —6x+9+y*—4y+4=y% -2y +1.

11 s’ensuit que (H) a pour équation cartésienne : x> — 6x — 2y + 12 = 0

2) Ellipse d’excentricité 0,5, de foyer F(1,—1) et de directrice y = x

_+\2
Si M(x,y)e € & MF? = (0,5)*MD? & (x — 1)* + (y + 1)? = 122

2 2 1, 2
Sxt-2x+1+y +2y+1=§(y —2yx + x*°)




< 8x% —16x + 8y? + 16y + 16 = y?> — 2yx + x*
& 7x% +2xy—16x+7y* + 16y + 16 = 0
L’ellipse d’excentricité 0,5, de foyer F(1,—1) et de directrice y = x a pour équation

cartésienne C :
7x* +7y* + 2xy —16x + 16y + 16 = 0

Enoncé 15

On considére dans N, I'’équation : x> — 9y? = —35

1) Déterminer la nature de la conique € dont I'équation cartésienne est : x> — 9y? =

-35
2) Comment peux-tu interpréter géométriquement la résolution de I'équation donnée
dans N ?

3) Résoudre alors I'équation : x* — 9y? = —35

Solution

2
+ 35z = 1 donc’équation
9

2 2 2
T -

1) L'équation:x? —9y* = -35 & — 35 ' 35 35

x* — 9y? = —35 est'équation d’une hyperbole.

2) Larésolution de I'équation x* — 9y? = —35 peut-étre interprétée comme la
recherche des points appartenant a I'hyperbole dont les coordonnées sont des
entiers naturels.

3) Résolution de 'équation x* — 9y? = —35

x> —9y? =-35 o (x - 3y)(x +3y) = —35

& (3y —x)(3y + x) = 35 or les seuls diviseurs de 35 sont 1, 5, 7, 35.
Onadoncx? —9y* = -35 < (3y—x)(3y +x) = 35
=3y—x=1et3y+x=350u3y—x=35et3y+x=1
Oudy—x=5et3y+x=70u3y—x=7et3y+x=5

Les solutions retenues sontdonc:y =6etx =17ouy=2etx =1
Donc x? —9y? = =35 & (x,y) = (1; 2) ou (x,y) = (17; 6)

EVALUATION
Exercice 1

A) Soit g, la fonction définie sur ]0; +oo[ par g(x) = In(x) + x — 3.
1) Justifier que la fonction g est strictement croissante sur I'intervalle |0; +oo;




2) Démontrer que I'équation g(x) = 0 admet une unique solution & comprise entre
2et3;
3) En déduire le signe de g en fonction de x.

B) Soit f, la fonction définie sur ]0; +oo[ par f(x) = (1 — %) (In(x) —2) + 2.

On appelle (€), la courbe représentative de la fonction f dans un repére orthogonal.

1) Déterminer la limite de la fonction fen 0.

9 .

2) a) Démontrer que pour tout réel x de I'intervalle ]0; +oo[, f'(x) = =5~ ;

b) En déduire le sens de variation de la fonction fsur ]0; +ool.
C) Soit (€"), 1a courbe d’équation y = In(x).

1) a) Démontrer que pour tout réel x de lintervalle ]0; +oof, f(x) —In(x) =
2-In(x) |

X
b)En déduire que les courbes (€) et (€') ont un seul point commun dont on

déterminera les coordonnées.
2) On admet que la fonction H définie sur ]0; +oo[ par: H(x) = %(ln(x))2 est une

primitive de la fonction h définie sur ]0; +oo[ par
h(x) _ In(x)

X

29_
a) Calculer I = fle 2 l:(x) dx ;

b) Interpréter graphiquement ce résultat.

Exercice 2

u0=1

On considere la suite u,, définie sur N par: _ 2uy,
Upt1 = Up+2

1) Démontrer que la suite v,, = — estune suite arithmétique. Préciser sa raison et son
n

premier terme.
2) Exprimer v, en fonction de n, puis u,, en fonction de n.
3) Calculer vy + v + --- + v,, en fonction de n.
4) Etudier la convergence de la suite (u,,).
Exercice 3

Soit (# ) une hyperbole d’équation x* — 3y? = 3.
1. Déterminer une équation de (H') image de (# ) par la rotation r de centre O et
d’angle E.
2. Déterminer la nature et les éléments caractéristiques de (') image de (H)

parr.
3. Tracer () et (') dans le méme repére.







Difficultés rencontrées liées a la résolution de l'exercice :

Evaluation de la compétence :

iii&ﬁ




Troisiéme trimestre

Programmation horaire du 3° trimestre




FICHE DE PROGRESSION

Trimestre | Période Contenus
CB 1: Analyse CB 2 : Algebre - Statistique - Probabilité CB 3 : Géométrie
1er Avril - Calcul intégral - Statistiques
au - Espace vectoriel et Applications linéaires
10 Mai
3 11 Mai - Equations différentielles - Géométrie de I'espace
au

10 Juin




Compétence de Base 1

Les modules d’intégration en mathématiques en classe de Terminale D Troisiéme trimestre

Terminale D-CB1 : L’éléve doit pouvoir résoudre des situations-problémes significatives qui mettent en ceuvre le calcul intégral et les équations
différentielles.

Objectifs d’apprentissage (Ressources)

Savoirs

Savoir-faire

Activités suggérées

Calcul intégral

Définir les primitives de fonction continue.
Déterminer la primitive de fonctions usuelles.
Détermination de la primitive de fonctions continues
prenant une valeur donnée en un point donné.
Effectuer des opérations sur les primitives.

Calculer I'intégrale d’une fonction continue sur un
intervalle fermé [a, b].

Utiliser le calcul intégral pour déterminer une aire.

Utiliser différentes techniques pour le calcul intégral :

. décomposition

. linéarisation

. intégration par parties

. changement de variables affines.

Encadrer une intégrale :

. appliquer les inégalités des accroissements finis

. appliquer I'inégalité de 1a moyenne.

Reconnaitre une équation différentielle.

Résoudre les équations différentielles linéaires du
premier ordre a coefficient constants sans second
membre (avec ou sans condition initiale).

Vérifier qu'une fonction est solution d'une équation

Définition d’une primitive de fonction continue.
Détermination des primitives des fonctions usuelles.
Détermination de la primitive de fonctions continues prenant
une valeur donnée en un point donné.

Opérations sur les primitives.

Calcul de I'intégrale d'une fonction continue sur un intervalle
fermé [a, b].

Utilisation du calcul intégral pour déterminer une aire.
Utilisation de différentes techniques pour le calcul intégral :

. décomposition

.linéarisation

. intégration par parties

. changement de variables affines.

Encadrement d’une intégrale :

. application des inégalités des accroissements finis

. application de I'inégalité de la moyenne.

Reconnaissance d'une équation différentielle.

Résolution des équations différentielles linéaires du premier
ordre a coefficient constants sans second membre (avec ou
sans condition initiale).

Vérification qu'une fonction est solution d’'une équation




Equations
différentielles
» Equations
différentielle
s de premier
ordre
» Equations
différentielle
s de second
ordre

différentielle de premier ordre a coefficient constants.
Résoudre les équations différentielles linéaires du second
ordre a coefficient constants sans second membre avec
ou sans condition initiale.

Vérifier qu'une fonction est solution d’'une équation
différentielle de second ordre a coefficient constants.

différentielle de premier ordre a coefficient constants.
Résolution des équations différentielles linéaires du second
ordre a coefficient constants sans second membre (avec ou
sans condition initiale).

Vérification qu’une fonction est solution d’'une équation
différentielle de second ordre a coefficient constants.




Compétence de Base 2

Terminale D-CB2 : L’éléve doit pouvoir résoudre des situations-problémes significatives qui mettent en ceuvre les statistiques, 1’espace vectoriel et les

applications linéaires.

Objectifs d’apprentissage (Ressources)

> Application
linéaire

Démontrer un sous-espace vectoriel.

Définir une famille de vecteurs (famille libre, famille liée,
famille génératrice, famille équivalente).

Définir une application linéaire

Déterminer le noyau et 'image d’une application linéaire.

Savoirs Savoir-faire Activités suggérées

- Statistiques Définir une série statistique a deux caracteres. Définition d’une série statistique a deux caracteres.
Représenter un nuage de points d'une série statistique a Représentation d'un nuage de points d'une série statistique a
deux caracteéres (cas de points pondérés, point moyen). deux caracteres (cas de points pondérés, point moyen).
Déterminer un ajustement linéaire d'une série statistique Détermination d’un ajustement linéaire d'une série
a deux caractéres par la méthode de moindres carrés. statistique a deux caracteéres par la méthode de moindres
Déterminer la corrélation linéaire d'une série statistique carreés.
a deux caractéres. Détermination de la corrélation linéaire d'une série

statistique a deux caracteres.
- Espace vectoriel Démontrer qu'un ensemble muni de deux lois est un Démonstration de la structure d’espace vectoriel sur un corps
» Sous espace espace vectoriel sur un corps. d’un ensemble muni de deux lois.
vectoriel Définir un sous-espace vectoriel. Définition d’un sous-espace vectoriel.

Démonstration de la structure de sous-espace vectoriel.
Définition d’'une famille de vecteurs (famille libre, famille liée,
famille génératrice, famille équivalente).

Définition d’une application linéaire.

Démonstration de la linéarité d'une application.
Détermination du noyau et de I'image d'une application
linéaire.




Compétence de Base 3

Terminale D-CB2 : L’éléve doit pouvoir résoudre des situations-problémes significatives qui mettent en ceuvre la géométrie de I'espace.

Objectifs d’apprentissage (Ressources)
Savoirs Savoir-faire Activités suggérées
- Géométrie de - Définir le produit vectoriel de vecteurs. - Définition du produit vectoriel de vecteurs.
I'espace - Utiliser le produit vectoriel pour déterminer I’équation - Utilisation du produit vectoriel pour déterminer I'équation du
de plan, pour calculer la distance d’un point a un plan plan, pour calculer la distance d'un point a un plan.

- Utiliser la définition et les propriétés d’'une projection - Utilisation de la définition et les propriétés d'une projection
orthogonale sur un plan ou une droite. orthogonale sur un plan ou une droite.

- Déterminer l'expression analytique d'une projectionsur |- Détermination de I'expression analytique d’une projection
une droite paralléle a 'un des axes ou sur un plan sur une droite paralléle a I'un des axes ou sur un plan
paralléle a I'un des trois plans du repere. paralléle a I'un des trois plans du repére.

- Utiliser la propriété caractéristique des homothéties, des | - Utilisation de la propriété caractéristique des homothéties,
translations. des translations.

- Utiliser la définition d'une réflexion. - Utilisation de la définition d'une réflexion.

- Démonstration du parallélisme ou de I'orthogonalité de

- Démontrer le parallélisme ou I'orthogonalité de droites a droites al’aide de transformations de l'espace.

I'aide de transformations de I'espace. - Construction de I'image de configurations simples par une

- Construire I'image de configurations simples par une transformation de I'espace.
transformation de I'espace. - Construction de I'image de configurations simples par la

- Construire I'image de configurations simples par la composée de transformations de I'espace.
composée de transformations de I'espace. - Détermination des lieux géométriques par I'utilisation des

- Déterminer les lieux géométriques par I'utilisation des transformations de I'espace..
transformations de I'espace.




PARTIE DESTINEE A L’'ELEVE
FICHES DE DEVELOPPEMENT DES COMPETENCES

Orientations :

1. Suivre minutieusement les horaires des séances de développement des

compétences prévues dans I'emploi du temps ;
2. Exploiter par ordre les fiches de développement des compétences ;
3. Traiter dans I'ordre les exercices en lien avec chaque compétence ;
4. Relever toutes les difficultés rencontrées lors du traitement des exercices ;
5. Participer aux séances de développement de compétences (Call Center) ;
6. Noter tous les conseils et orientations des enseignants.




Lecons de la compétence de base 1 du troisiéme trimestre

Legon : intégration

SEQUENCE 1

Primitives d’'une fonction

Objectif

Déterminer les primitives des fonctions usuelles

Primitives d’une fonction

La legon sur les dérivées vue dans les classes antérieures vous permet de dire que :
— lafonction f: x +— 7 estla dérivée de F(x)=x
— lafonction £: x — 3x? estla dérivée F(x)= x3
— lafonction £: x = cos x estla dérivée de F(x)= sinx

Définition et propriétés
Définition
fest une fonction continue sur un intervalle 1.

On appelle primitive de f sur I toute fonction F de I vers R, dérivable sur I et telle que,
pour tout élément x de I, F' (x) = f(x).

Exemples

1) La fonction F: x — x? est une primitive sur R de
fix— 2x.
2) La fonction G : x — 3 x + /x est une primitive sur
. 1
]10; + oo de la fonction g:x — 3 +ﬁ§'
Propriété 1

Toute fonction f continue sur un intervalle [ admet sur [ une primitive.

SEQUENCE 2

Ensemble des primitives d'une fonction
Objectif
Déterminer la primitive de fonctions continues prenant une valeur donnée en un point
donné;
Ensemble des primitives d'une fonction
Propriété 2
fest une fonction admettant une primitive F sur un intervalle 1.
— Pour tout réel ¢, les fonctions x — F(x) + c sont des primitives de fsur 1.
— Toute primitive de fsur [ est de la forme x — F(x) + c ou c est un réel.

Démonstration




— Soit c un nombre réel. Les fonctions x — F(x) + ¢ sont dérivables sur I et a la
méme dérivée que la fonction x — F(x).
Dong, la fonction x — F(x ) + cest une primitive de fsur [.
— Soit G une primitive de fsur I. La fonction (G-F) est dérivable surl eton a:
Vxel, (F-G)(x)=F'(x) — G'(x)
=f (- f(x)=0.
Donc(G—F) est une fonction constante sur I. On en déduit que G est de la forme
x — F(x) +c ouc estunréel.

Propriété 3
f est une fonction admettant une primitive F sur un intervalle I, b un nombre réel et a un
élementde [.

1l existe une unique primitive F de fsur I qui prend la valeur b en a.

Démonstration

Désignons par F une primitive de fsur I. Toute primitive G de fsur I est telle que V x € |,
Gx)=Fx)+c.
Ona:G@ =beF@)+c=>b
e c=b-F().
Donc la fonction G: x +—F() + b - F(a) est la primitive de fsur I qui prend la valeur b

ena
Exemple

Détermine la primitive G sur R de la fonction x +—sinx prenant la valeur % ena= g.
En effet, G est une fonction de la forme x — —cos x + ¢ ou cest un réel.

De plus G(g) = %, donc: —cos(g )+ c= % c’est-a-dire _71 +c= %, c=1.

Finalement, la fonction G cherchée prenant la valeur % ena =g est:

G(x)=-cosx + 1.

Primitives des fonctions élémentaires
Le tableau suivant donne les primitives des fonctions élémentaires :

Fonction f Primitives de f Sur l'intervalle
x —a(aeR) X —ax +c R
x — x"(n eN) xnt1 R
n+1
1 1 . -
X = oy (n eN\ {1}) X H—m+ c| J-o0,0[U]0; +oof




xH% X —2ANx+c | J0;+ef
x —x"(reQ\{-1} |, x”ll . [0; +ofsir= 0
" JO; +oofsir< 0
X —sinx X ——cosx +c¢ R
X > COSX X v¥—sinx +c¢ R
x > 1+tan? x =— | X "lanx + ¢ J(2k-1)5; (2k + 15[ (k €T)

SEQUENCE 3

Opérations sur les primitives

Objectif

Calculer les primitives d’'une somme et d'un produit de fonctions.
Primitives de la somme de deux fonctions

Propriété

fet g sont deux fonctions admettant respectivement pour primitives sur un intervalle 1
les fonctions F et G.

La fonction f + g admet pour primitive sur [ la fonction F +G.
Démonstration

En effet la fonction F + G est dérivable sur I et
F+G)=F+G=f+g

Primitives du produit d’'une fonction par un réel
Propriété

fest une fonction admettant sur un intervalle I une primitive F et k un réel.
La fonction kf admet pour primitive sur [ la fonction kF.
Démonstration

En effet la fonction AF est dérivable surl et (kF)' =kf

SEQUENCE 4

Opérations sur les primitives
Objectif

Calculer les primitives de f'x(g’o f)
Primitives de f'x(g’o f)

Propriété




f est une fonction dérivable sur un intervalle I et g une fonction dérivable sur un
intervalle contenant f{(1).
La fonction f' x (g' o f) admet pour primitive sur [ la fonction gof.

Démonstration
En effet gofest dérivable surl et (gof)' = f'x(g'of).

De la propriété ci-dessus, on déduit le tableau suivant :

Fonction £ Une primitive de £ Commentaires
f'f"(neN) i Sur tout intervalle ou f est dérivable
n+1
)i (neN \ {1}) -1 Sur tout intervalle ou f est dérivable et ne
" (n—1)fr1 s’annule pas
f_' 2\/7 Sur tout intervalle ou f est dérivable et
\/7 strictement positive
ffrreQ\{-1}) frt Sur tout intervalle ou f est dérivable et
r+1 positive (strictement positive si r < 0)
f'cos sin f Sur tout intervalle ou f est dérivable
f'sin f —cosf Sur tout intervalle ou f est dérivable
Exemple

Calculons : les primitives des fonctions suivantes :

fO) = et gx) = 2x +5)”
SEQUENCE 5

Opérations sur les primitives
Objectif
Déterminer les primitives des fonctions trigonométriques

Détermination pratique des primitives des polynémes trigonométriques

Méthode
Pour déterminer les primitives des fonctions du type
x — sin™xxcos™x (n eN* et meN”* ), on peut utiliser I'un des procédés suivants -

— sim etnsontde méme parité, linéariser sin™xxcos"x ;




— sim etnsontde parités différentes, utiliser les relations :

1- cos2x 2 1+ cos2x
—F, 008" X = ——;
2 2

sin’x =

cos?*x +sin?x =1 ou cos 2x = cos®x — sin’x
Exemples

1) Déterminons une primitive sur R de

3xxcos?*x.

fix+— :x— sin
Pour tout x €R, f{x) = sinxxsin*xxcos*x
= sinx (1 —cos*x)xcos*x

2x— sinx xcos*

=sInxxcos x

Ainsi, F(x)= _Tl cos3x + %cossx + cou cestunréel.
2) Déterminons une primitive sur R de

g:X — Ssinxxcos2x.

Pour tout x R, g(x) = sinx (1 + 2c0s*x)

2

= —sinx + 2sinxxcos“x

L 2 \ .
Ainsi, G(x) = cosx— 3 cos3x + cou c est un réel.

SEQUENCE 6

Intégrale d’une fonction continue
Objectif

Définir I'intégrale d'une fonction continue sur un intervalle fermé [a, b];

Intégrale d’une fonction continue
Notion d’intégrale d’'une fonction continue sur un intervalle

Définition 1
Le plan est muni d’un repére orthonormé (0, 1,]) d’unité graphique 1cm.

a, b désignent deux réels tels que a < b et (Cy) la courbe représentative d’'une fonction
positive fdans le repére orthogonal (0,1, ).

On appelle unité d'aire que I'on notera u. a.,, I'unité de mesure des aires telle que

1u. a. = ||| X|lJ|| c’est-a-dire I'aire du rectangle OIC] ou 1, ] et C sont les points définis par
0i=1,0j=] etOC=1 +].

Définition 2

fest une fonction continue sur un intervalle I a et b deux réels de I.

F étant une primitive de f sur I, on appelle intégrale de f entre a et b le nombre F(b) -
F(a) noté f: f(x)dx.

F(b) - F(a) = [, f(x)dx=[F(x)]2




Vocabulaire

- f: f(x)dx se lit : « intégrale ou somme de a a b de f{(x) dx ».

— [F(x)]? selit : « F(x) pris entre a et b ».
— Dans la notation de l'intégrale : a et b sont les bornes, x est une variable muette

e s . S b b
sans signification particuliére ; on pourrait aussi écrire : fa f®dt ; fa fw)du ...

— Lors du calcul de ce nombre, on écrit souvent F(b) - F(a) sous la forme [F(x)]?
qui correspond a l'accroissement de la fonction F entre a et b.

Exemples

1

D Jyde= [,

2) [fcostdt=[sin t]gz \/2_7
Propriétés

1) festune fonction continue sur un intervalle I, a et b deux réels de [, on a :
L f(0)dx=F(a) - Fa) = O et

b a
[ rwax = Fo)-F@ = ~(F@ - F®) = - [ feax
a b

2) fest une fonction continue sur un intervalle I, a et b deux réels de I.

La fonction x— f: f(t)dt de [ versR est la primitive de fsur I qui s’annule en a.

. . s . 1
Exemple : La fonction logarithme népérien est la fonction x+— flx?dt.

SEQUENCE 7

Interprétation graphique

Objectif

Interpréter graphiquement l'intégrale

Interprétation graphique

fest une fonction continue et positive sur un intervalle / aet b deux éléments de /

tels que a < b, (Cy)la courbe représentative de f dans un repére orthogonal (0, L.

Af = f: f(x)dxest I'aire en unités d’aire (z.a.) du domaine D du plan délimité par la
courbe (Cy), I'axe des abscisses et les droites d'équations x =a,x = b

Onnote: Dp={M(x;y)/a <x <bet0<y < f(x)}.




Remarque

Si la fonction fest négative sur [a, D], la symétrie orthogonale d’axe (OI) transforme la

courbe (Cy)en la courbe (Cf') représentative de (—£).

Le domaine Dy est transformé en un domaine D} de méme aire.
, b

Ona: A=A = [ (—f)(x)dx

Exemple

L’unité graphique est 2cm sur chaque axe.

Calculons en cm? l'aire de 'ensemble D des points M(x, y) tels
que:

_T”SXS%retOS y < cos x.

. . . . g - T T
On sait que la fonction cosinus est continue et positive sur [7; E]'

s s

Ona: fir cosx dx = [sin x]; =2
2 2

L’unité d’aire étant 2 cm x 2cm = 4 cm?.

L’aire de I'ensemble D cherchée est: 2 x 4 em? = 8 cm?.

SEQUENCE 8

Propriétés algébriques de I'intégrale

Objectif

Enoncer et utiliser les propriétés algébriques de I'intégrale.
Propriétés algébriques de I'intégrale

Relation de Chasles

Propriété

fest une fonction continue sur un intervalle [ a, b et c troisréelsde I. On a :

[P fdx+ [ fdx = [ f()dx.

Démonstration
Soit F une primitive de fsurl;

J-_ A
D’ 3 X
o
)




ona:f’ f(x)dx+ [{ f(x)dx=F(b) - F(a) + F(c) - F(b)
=F(c)-F(a)
= [ f(x)dx

Exemple

T

Calculons félsinxldx
2
T

2 |sinx|dx = f—_on(—sinx)dx+ JEsinxdx=2
2 2

Linéarité de I'intégrale

Propriété

fet g sont deux fonctions continues sur un intervalle I, k un réel, a et b deux éléments de
JA

- [Prfdx =&f f(0dx

- [+ 9@dx =[] f(x)dx +[; g(x)dx.
Remarque
En particulier, [, —f(x)dx =, f(x)dx

Exemple

I} + sin?xdx = I} g(w)dx
0 o\ 2

1.7 1.7
=3 Jgdx— [ cos2xdx
~ L[5 2 [Esin2a]*
_z[t]o > 2sm2x0

fd% sin?xdx= %2.

SEQUENCE 9

Propriétés de comparaison

Objectifs

Utiliser les propriétés de comparaison pour déterminer le signe de 'intégrale
Propriétés de comparaison

Signe de I'intégrale

Propriété 1

fest une fonction continue sur un intervalle I, a et b deux éléments de I aveca < b.




Si fest positive sur I alors f; fx)dx = 0.

Démonstration

F est une primitive de F sur I. Si fest positive sur I alors F est croissante sur I et comme a
< b, F(a) < F(b)’est a dire que F(b) - F(a)= 0.

Donc f: f(x)dx = 0.
Propriété 2

fet g sont deux fonctions continues sur un intervalle I, a et b deux éléments de I tels que
as<h.

Si f < gsurfa;b]alors f:f(x)dx Sf:g(x)dx .
Démonstration

Sif<gsur/a,bjalorsg-f>0etdonc f:(g — H(x)dx = 0 c’est-a-dire que

f;f(x)dx _<fab g(x)dx.

Exemple

Démontrons que : Vxe[1; + o], Inx <x- 1.

En effet, Vt €[1; + w[,%S 1; donc flx%dts flxdt
c’'est-a-dire que /nx < x - 1sur[1; + ool.
Remarque

fétant une fonction continue sur un intervalle I, a et b deux éléments de I tels que a < b.

Ona:-If(x)| < f(x) < If(x)].Onen déduit que | [} F)dx | < [} 1f(x)ldx.

SEQUENCE 10

Inégalité de la moyenne

Objectif

Utiliser les propriétés de I'inégalité de la moyenne et de la valeur moyenne.

Propriété 1

fest une fonction continue sur un intervalle I, a et b deux éléments de I tels que a < b.

S'Il existe deux réels m et M tels que pour tout x élément dela,; b], m < f(x) <M

alors m(b - a)_<fabf(x)dx <MD -a).




Démonstration
OnsaitqueVxefa; bjm < f(x) <M
c'est-a-dire que f:de_< f: f)dx f(x) < f: Mdx.

On en déduit que m(b - a)_<f:f(x)dx < M(b-a).
Interprétation graphique

Lorsque m est positif, cette propriété signifie que
I'aire du domaine située entre la courbe
représentative de f, I'axe des abscisses et les
droites d’équations x = a,x = b est comprise
entre les aires des rectangles de méme base b - a
et de hauteurs m et M.

Propriété 2

fest une fonction continue sur un intervalle I, a et b deux éléments de 1.

Si M est un réel tel que pour tout x de I |f(x)| < M, alors |f: f(x)dx |_<M]b —a|
Valeur moyenne d’une fonction

Définition

fest une fonction continue sur un intervalle[a,; b](a # b).

On appelle valeur moyenne de fsur|a, b| le nombre réelu tel quep = ﬁ f: f(x)dx.

Remarque

fest une fonction continue sur un intervalle [a, D] et u sa valeur moyenne sur [a D].
L’'image par fde [a, b] est un intervalle [ m ; M)].

Onadoncm(b-a) < f:f(x)dx <M(b-a);doncm< u<M.

Le nombre g admet donc au moins un antécédent cpar fsur [a, b].

Interprétation graphique

Si la fonction f est positive, le nombre pn est la hauteur du rectangle ABCD de base b - a
dont l'aire est égale a celle de la surface coloriée.
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Techniques de calcul intégral

Objectif

Utiliser les primitives usuelles pour calculer I'intégrale d'une fonction
Utilisation des primitives usuelles

Le tableau suivant reprend quelques résultats permettant de déterminer les primitives

des fonctions afin de calculer 'intégrale.
Dans ce tableau, fdésigne une fonction dérivable sur un intervalle I, gune fonction
dérivable sur un intervalle contenant f{7) et &, un nombre réel différent de — 1.

Fonctions L’ ref f're f'xg'of
f
Primitives In|f] ef 1 fatt gof
a+1
Commentaires f#0surl >0 surl
Exemple

Calculons les intégrales suivantes :
a) [J(t3+2t% —5t+3)dr

b) [3(sinx e®**)dx
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Techniques de calcul intégral

Objectif

Utiliser la propriété de I'intégration par partie pour calculer I'intégrale d'une fonction
Intégration par parties

fet gsont deux fonctions dérivables sur un intervalle / a et b deux éléments de 1

On sait que la fonction £x gest dérivable sur /et (f X g)'=f'g + fg'.Si de plus les
fonctionsf’et g'sont continues sur I alors les fonctionsf’'g et fg' sont continues sur /.




Ona: [ (f x g)'(¥dx = [L(f g)(®X)dx + [ (fg") (X)dx.

b ’ b
Doncf, f(x)xg'(x)dx =[f(x) x gD/, f' (x) xg(x)dx.
On en déduit la propriété suivante.
Propriété

fetgsont deux fonctions dérivables sur un intervalle I, a et b deux éléments de I tels que
les dérivées f' et g' sont continues sur I, a et b deux éléments de .

Ona:
b ’ b .,
J, F)xg' 0 dx =[f(x) x g(©)]a-, f *) xg(x)dx.
Cette propriété est appelée” intégration par parties”.
Exemple
Calculons : flz Inxdx.
Posons f{ix) =Inx etg' (x) = 1alorsf'(x) = % etg(x) =x.Comme f' et g sont continues
sur[1; 2],
2 ’ 2 ’
J{(fg"Hx) dx =[lnx xx11-[; (gf)(x) dx
21
=2In2 [ < x xdx
=2In2-{x |?

flz Inxdx =2In2 -1
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Techniques de calcul intégral

Objectifs

Utiliser le changement de variables affines pour calculer les intégrales
Changement de variables affines

fest une fonction continue sur un intervalle /

u: t—at + fune fonction affine non constante, a et b deux réels tels que pour tout xde
[, a x + Bappartienne




al
Si F est une primitive de fsur / la fonction

X — iF(ax + B ) est une primitive de x — f (ax + ).

Ona:f; f(at + B)dt=|>F(at + ﬁ)]:

==F(a b +B)—Flaa+p)

= [F) 1ot f= [ 5 fW)du
Méthode
Pour calculer [ f(a t + B)dt (o # 0), on peut :

— faire le changement de variable en posant
u=oat + B;onobtientdu=oadt;
s )z ... (b 1 rob+ B

— utiliser 'égalité [ "f(at + B)dtz;f:;w f(u)du.
Exemple
Calculons : [° ——dt.

"J-1v2t43

Posons u =2t + 3;ona: du = 2dtdonc dt = %a’u.
Deplus,sit=—ZLu=1etsit=0u=23.

J-Su 31u

1 2vu’"2

(- )
- o],

On en déduit que ffl \/%

0 t
flm ‘_\/_
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Techniques de calcul intégral

Objectif

Calculer l'intégrale des fonctions paires et impaires.
Intégration de fonctions paires et impaires

Fonctions paires, impaires




Propriétés

fest une fonction continue sur un intervalle I symétrique par rapport a 0. Pour tout a
élémentdel ona:

— sifest paire, f_aa fx)dx =2 foa f(x)dx ;
. . . a _ J_._
— sifestimpaire, [_ f(x)dx = 0. /D

Démonstration

a est un élément de I symétrique par rapporta 0 ;

ona: f_aaf(x)dx = f_oaf(x)dx + foaf(x)dx

Posons u =—x,0ona f_oaf(x)dx =— f: f(—wdu = f:f(—u)du

e sifestpaire, foaf(—u)du = foaf(u)du c’est-a-dire que f_aaf(x)dx =2 foaf(x)dx ;
e sifestimpaire, foaf(—u)du =— foaf(u)du donc f_aaf(x)dx = 0.

Exemples

e Lafonction x v cosZ x est paire et continue surR ;

V3 V3

%cos 2xdx =2 fé‘ cos 2xdx=[sin2x]; = 1.

o Lafonction x ¥ sinZ x est impaire et continue surR ;

sin2xdx =0

A d— IS
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Techniques de calcul intégral

Objectif

Calculer I'intégrale des fonctions périodiques.

Fonctions périodiques

Propriétés

fest une fonction continue R et périodique de période T .

Pour tous nombresréelsaetb,ona:




::TTf(x)dx = fabf(x)dx ;

f:+T f(x)dx = fon(x)dx.
Démonstration
fest continue sur R et périodique de période T c’est-a-dire que
pour toutréel x de R, f{’x + T) = f(x).

e Posons t =x -7, on obtient

::TTf(x)dx = f:f(t +T)dt = f:f(t)dt = f:f(x)dx,

e Ona:

[P fodx = [0 f(x)dx

=[i f@dx + [ f(odx +

On en déduit que : f:+Tf(x)dx = f:+Tf(x)dx,

f:+Tf(x)dx.

f(x)dx = fOT f(x)dx.

En particulier, si b = 0,ona : f:+T
Exemples

La fonction x+— cosZx est périodique de période r.

—5n —-57 T
= e : V3-2
1) [ £ cos2xdx = f_§n+ cos 2xdx = [fcos2xdx = X
=31 L ]
4 4 4

3n m

3) J:Z cos2xdx = fg+ncos 2xdx = [ cos2xdx =0.
2 2
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Intégration de fonctions particuliéres

Objectif

Intégrer les fonctions polyndmes trigonométriques.
Intégration de polyn6mes trigonométriques
Exemples

1) Calculons A = [2( cos®xsinx + 3 sin’x )dx.

On sait que pour tout x réel,




3

cos3xsinx + 3sin3x =sinx (cos3x + 3sin’x)

=sinx (cos3x + 3(1—cos*x)).

V3

cos*x 2 9
+ cos3x — 3c0sx] A=
0

4=

2) Calculons B = [3.( cos?x—2sin*x)dx
6

4 1-cos2
En effet, pour tout x élément de R, cos’x= C;S x
eix _e—ix 4
et sin*x = (—)
2i
1 etixy o—4ix elix 4 o—2ix
= E( > -4 > +3).
Ainsi, pour tout x réel,
2 . 4 -1 3 1
cos“x —2sin*x = — €0s 4x + 2 cos2x 2
_ (32 3 1
B= f_?,r( . C0S 4x + 7 c0s2x—)
__ [~ sinax 3. . _x 3
= [ o T 4sm2x ]__”
33 =
T 4 8
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Intégration de fonctions particuliéres
Objectif
Intégrer les fonctions rationnelles.
Intégration des fonctions rationnelles
Exemple
a) Déterminons deux réels a et b tels que
a b
VtER\{-lZ} tZ 2 m+;
En effet,
vxeR\{-1,2},
1
— a= —-
21 =L+L:{ a+b=0 3
t2-t-2  t+1  t-2 —2a+b=1 b=l
3
b) Calculons f o 2dt.

En effet la fonction t— ———est continue sur [0;1] et

1 1 1 1 1
he=z=hCsant e 2))‘# E[l“|r_+1” =_'ln2
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Applications de I'intégrale

Objectif

Utiliser les intégrales pour calculer les aires.
Calcul d’aires

Propriété

fet g sont deux fonctions continues sur un intervalle I, (Cy) et (Cg) leurs courbes

représentatives respectives, a et b deux éléments de I tels que
a<b.
Si f< g surla; b] alors I'aire du domaine D délimité par (Cy), (Cg4)et les droites

d’équationsx =aetx=best: D = f:[g x) — f(x)]dx.

Exemple

Sur la figure ci-dessous, (Cy) et (C,4) sont les représentations graphiques respectives
des fonctions f et g définies par: f{x) =x* — e™* et g(x) = x>.

Calculons I'aire du domaine D colorié:

2_(x?— e™)]dx=[-e*]%, =% - e
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Applications de I'intégrale

Objectif




Utiliser les intégrales pour calculer les volumes.
Calcul de volumes

L’espace est rapporté a un repere (O, I, ], K). L'unité de volume est le volume du cube de
dimensions 0], O] et OK.

Propriété

Soit S un solide limité par les plans d’équations z =a,; z = b (a < b) et fla fonction qui a
tout élément z de [a; b associe l'aire de la section du solide S par le plan de cote z.

Si la fonction z— f{(z) est continue sur|a; b|, alors le volume de S(en unité de volume
est:

b
f f(z)dz.

Exemple

Volume du cone et de la pyramide.

Soit h la hauteur (4 # 0) et B, l'aire de la base d’un cone.

Choisissons comme origine du repere le sommet O de ce cone et pour axe (OK) la
perpendiculaire au plan (P) de la base.

La section du cdne par le plan de cote z (0 <z < i) est 'image de la base par
I’homothétie de centre O et rapport %
z

2
Son aire est f(z) = B x (ﬁ) .




h
Cu_ (k1 2g,—pxL [Z] =
Le volume du cone estdonc: V= [ 7 XBxz dZ—BXhz[ ]O_BX

wls

3

NB : La démonstration et la formule sont identiques pour une pyramide.
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Applications de I'intégrale

Objectif

Utiliser les intégrales pour calculer les volumes.
Volume de la boule

Choisissons comme origine du repere le centre de la boule.
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Lecon : Equations différentielles
Généralités sur les équations différentielles

Objectif

Définir et noter une équation différentielle ;

Définitions et notations

Définition 1

Une équation différentielle est « une relation entre une fonction inconnue et certaines de
ses dérivées successives ».

Notation

L’usage est de noter la fonction inconnue par la lettre y et de ne pas faire figurer la
variable : on écrit y au lieu de y(x) ou f(x).




Définition 2
Une équation différentielle de premier ordre est une relation qui lie une fonction

inconnue a sa dérivée premiere ; elle est du second ordre si la relation lie la fonction
inconnue a sa dérivée seconde.

Exemples

1) 3y’-2y = 0 estune équation différentielle de premier ordre parce que seule la
dérivée premiere de la fonction inconnue intervient.

2) 2y”"-y" + 3y = 0 estune équation différentielle du second ordre parce qu’il y
figure la dérivée seconde et qu'il n'y a pas de dérivée d’ordre supérieur a 2.

Définition 3

— Les équations différentielles de la forme ay’ + by = 0 ou a et b sont deux
nombres réels, (a non nul) sont appelées des équations différentielles linéaires
du premier ordre a coefficients constants sans second membre(ou homogenes).

— Les équations différentielles de la forme : ay” + by’ + cy = 0 oua, b etcsont
des nombres réels, (a non nul) sont dites équations différentielles linéaires du
second ordre a coefficients constants sans second membre(ou homogénes).

— Une équation différentielle est dite d’ordre n lorsque le plus grand ordre des
dérivées intervenant dans cette équation est n.

— Résoudre sur un intervalle [ une équation différentielle, c’est déterminer toutes
les fonctions dérivables sur I et solutions de cette équation différentielle.
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Equations de typesy’ = f(x)ety” = g(x)

Objectif

Résoudre les équations dutypey’ = f(x)ety’ = g(x)
Equations de type y’ = f(x)

Exemple

Résolvons sur R I'équation différentielle y’ =— 6x? .

En effet, une primitive sur R de x +—— 6x?2 est la fonction : x ——2x3.

Les solutions sur R de I’équation différentielle y’ =— 6x? sont les fonctions :x ——
2x3 + ¢ (ceR)ou encore y = —2x3 + ¢, (ceR).

Exercice




a) Résoudre sur ]=; g[l'équation différentielle (E) : y’ =1 + tan®x.

2
b) Déterminer la solution de (E) vérifiant y(0) = 1.

Exemple
Résolvons sur R I'équation différentielle y”’ = sinx.
Eneffet,ona:y” = sinx © y' = —cosx + ¢1,(c1 € R)
oy = -sinx +Cx + C,,(C{ €ER,C; ER)
Les solutions sur R de I'’équation différentielle y” = sinx sont les fonctions :

x+— —sinx + Cix + C,,(C{ € R,C, € R)) ou encore y = -sinx + C1x +
C2,(C1 ER,C; ER)

Exercice
a) Résoudre sur R I'équation différentielle (E) : y” =e™ 3,

b) Déterminer la solution de (E) vérifiant :y(0) = %et y'(0) = g
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Exemples de résolution

Objectif

Résoudre des équations différentielles
Exercice

Dans chacun des cas suivants, résoudre sur 'intervalle K I'équation différentielle et
déterminer la solution vérifiant la condition initiale donnée.

a) yvx=14+x, K=]0;+c[ety(1) =2
b) ytan2x+1=0, K = ]0;%[ ety(%) =0
c) K =10;+x[ety(e) =—-1

Résolution

Dans chacun des cas suivants, résolvons sur l'intervalle K 1'équation différentielle et
déterminons la solution vérifiant la condition initiale donnée.

a) yVvx=1+x, K =10;+o0[ et y(1) =2

y Xix =1+ x@y':l—;




<:>y:2\/§+§x\/§+ ¢, (c €R)
y(1)=2(=>2+§+c=2(=>c=—§

La solution de I'équation différentielle vérifiant la condition initiale y(1) = 2 estla
fonction définie sur]0; +oo[ par:

y=2\/§+§x\/§ —g.
b)y X tan2x+1=0, K=]0:§[ ety(%) =0

1

'Xtan2x+1=07vy = —
y ansx y tan2x

Sy= —%ln( sin2x) + A, A€R.

y(g) =0 —%ln(sing) =0

1, V3 _
@—Eln?+l—0

@Azllnﬁ.
22

La solution de I'équation différentielle vérifiant la condition initiale y(g) = Qestla

fonction définie sur ]0; %[ par:

1 , 1, V3
y = —Eln(sm2x) + Eln;.
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Exemples de résolution
Objectif

Résoudre des équations différentielles

Exercice

Dans chacun des cas suivants, résoudre I'équation différentielle sur I'intervalle K et
déterminer la solution vérifiant les conditions initiales données.

4’4
b) ¥ =0Q+x)e*, K=Rety0)=y'(0)=e

a) y": 1+tan2x, K:]—_TTE[ et.')’(o) :y’(O) =1

Solution:




Dans chacun des cas suivants, résolvons I'équation différentielle sur I'intervalle K et
déterminons la solution vérifiant les conditions initiales données.

a)y’ =1+ tan’x, K = |75] et y(0) = y(0) =1
y'=1+tan*x =y =tanx + f,(B €R)

& y= —In|cosx|+ Bx+ AL (BER; LER).
y0)=1=1=1
YO =1op8=1

La solution de I'’équation différentielle vérifiant les conditions initiales est la fonction
définie sur]—%;g[par 1y = —In|cosx| + x+ 1
b)y’=1+x)e*, K=Rety0)=y'(0)=e
y' =1+ x)e*,
y = f:o( 1+ t)etdt ,xo € R.
Procédons par une intégration par parties :

Posons {ugzt) :1 :tt = {:(g): elt
Y = [, (1+etdt =y =[(1+)e'lf, - [; e'dt
=y =[A+ve'l3 —[e'l
=y =[1+t-1)e']},
=y = [te'ly,
= y' = xe* — xye*°
=y =xe*+c

y’=xex+c:y=f;;(te‘+c)dt

. o . (fO=t
Procédons de nouveau par une intégration par parties en posant : g'@® = ol =
{ =1

g = e

y= fxt)(tet+c) dt = y = [te']}, —f;; etdt+cf;; dt
=y = [(t— De’ +ct],
=y=@-De*+cx+cy, (cER, 1 ER)
y0)=ee=-1+c;=¢e

=ci=e+1




y'(0)=e & c=e.

La solution de I'’équation différentielle vérifiant la condition initiale donnée est la
fonction définiesur R par:y=(x—1)e*+ ex +e + 1.
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Equations différentielles du premier ordre
Objectifs

- Résoudre les équations différentielles de premier ordre
- Résoudre les équations différentielles linéaires du premier ordre a coefficients
constants sans second membre (avec ou sans condition initiale)

Equations différentielles du premier ordre sans second membre ay’ + by = 0 (a # 0)

Résolution de I'’équation ay’ + by = 0, (a # 0)
Théoreme
Les solutions de I’équation différentielle ay’ A+ by = 0 (a # 0) sont les fonctions

frdéfiniespar:

b
f1r (x) = ke"a*ou k est un réel quelconque.

Démonstration

— Posons a = _Tb, résoudre ay’ + by = 0 équivautarésoudre:y’ = _Tby =ay.
Pour tout réel k, la fonction f: x — ke** est solution.
En effet, pour tout réel x,f', (x) = kae™ = af; (x)

— Montrons maintenant que les fonctions f, sont les seules solutions. Pour cela,
supposons qu’une autre fonction g soit solution de ’équation : y’ = a yet
considérons la fonction 4 définie par:

h(x) = g(x)e™**(1).
La fonction A est dérivable sur Ret h'(x) = [g'(x) — ag(x)]e™**.

Puisque g est solution de y’ = a y, alors pour tout réel x, g’(x) — ag(x) = 0 et donc
h’'(x) = 0.Puisque R est un intervalle, h est constante sur R, c’est-a-dire qu'’il existe un
nombre k tel que pour tout x, h(x) = k.

Donc, d’apres (1), k = g(x)e™ ™ = g(x) = ke**.
Toute solution de y’ = a yest donc une fonction fy.

Exemple




Les solutions de I'équation différentielle 2y’ + 3y = 0 sont les fonctions définies sur R
par:

-3
fr(x) = kez” Ou kest un réel quelconque.
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Solution soumise a la condition y(xq) = yq
Objectif

Déterminer la solution des équations différentielles de types ay’ + by = 0 vérifiant
une condition initiale y(x4) = y,.

On recherche parmi les solutions fde I'’équation ay’ + by = 0 celles qui satisfont a la
condition f(xg) = ¥, Xo et ¥ étant des nombres réels donnés.

Théoréeme

Pour tout couple de réels (xo,y), I'équationay’ + by = 0 admet une solution f et une
seule telle que f(xg) = y,.

Démonstration

—b
En effet, dire quef,(xg) = yo, C'est dire que ke'a™ = y,.

b
11y a donc une valeur possible de k et une seule : k = yyea*®
D’ou le théoreme.

Exemple

Résolvons I'équation différentielle 2y’- 5y = 0 telle que y(-2) = 1.
5
En effet, les solutions f) de 2y’- 5y = 0 sont de la formef;(x) = kez".

5
Si fr(—2) =1alors, kez*"? = 1.Donck = e5.

La solution de I'’équation différentielle 2y’- 5y = O telle que y(—2) = 1 est la fonction

5

X — eix+5
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Equations différentielles du premier ordre avec second membre
Objectif

Résoudre des équations différentielles du premier ordre avec second membre.




ay’ + by = g(x), (a # 0 et g une fonction donnée)
Méthode :

Pour résoudre une équation différentielle linéaire du premier ordre avec second
membre, on peut :

— Déterminer une solution particuliére g de cette équation ;

— démontrer que les solutions de I’équation différentielle avec second membre sont
les fonctions du type f + g ou fest une solution de I'équation différentielle sans
second membre ;

— Résoudre I'équation sans second membre et en déduire les solutions de
I’équation différentielle avec second membre.

Exemple
Résolvons sur R I'équation différentielle avec second membre(E):y’ + 2y = x% + x
Déterminons, a cet effet, un polyndme du second degré 4 qui soit solution de (E).
Posons h(x) = ax? + bx + ¢ (a b et csont des réels, a # 0), h’(x) = 2ax + b.
h étant solution de (E), h’(x) + 2 h(x) = x*> + x C'est-a-dire que:
2ax + b + 2(ax?*+bx+c) = x* + x

= 2ax’+2(a + b)x + b + 2¢ =x*+ x.

2a=1 a=
Par identification,ona:j2a+2b=1= b=0
b+2c=0 c =0

N | =

On déduit que : h(x) = 5 %%,

Désignons par g, une solution de I’équation différentielle sans second membre (E{): y’ +
2y=0

Montrons que g + h est une solution de (E).

En effet, g + h est une solution de (E) si et seulementsi: g'(x) + h'(x) + 2g(x) + 2h(x) =
x2+x

C'est-a-dire que g’(x) + 2g(x) + h’(x) + 2h(x) = x* + x donc:

g +2g =0,(car h'(x) + 2h(x) = x* + x). g est une solution de (E;).

Résolvons I'équation (Eq) : une solutionde y’ + 2y = 0 est de la formeg(x) =

ke **(k € R).

Une solution générale de (E) est: g(x) + h(x) = ke 2* + %xz (k € R).
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Equations du second ordre de types:y” + 4y = 0




Objectif

Résoudre les équations différentielles linéaires du second ordre de type: y” + Ay =
0(avec ou sans condition initiale).

On distingue trois cas
1-CasouA=0

Si A = 0, on obtient une équation du type y” = 0; les solutions sur R de cette équation
différentielle sont les fonctions - x — Ax + B ou A et B sont des réels.

2-Casoud<0

Dans ce cas, I'équation y” + Ay = 0 se rameéne a I'équation : y’—w?y = 0 (w € R*)
avec w? = —1

Propriété
Les solutions sur R de I'’équation différentielle y”—w?y = 0 (w €R* ) sont les fonctions :
x+— Ae“*+ Be “* (AR, B eR).

Exemple

Résolvons sur R I'équation différentielle y”’—4y = 0.

En effet, les solutions sur R de I'’équation différentielle y”—4y = 0 sont les fonctions :
x+— Ae?’* + Be %*,(AcR, B<R).

3-Casoud>0

Dans ce cas, I'équation y” + Ay = 0 se rameéne a 'équation: y” + w?y = 0 (weR*)
avecw? = 1

x — Acoswx + Bsinwx, (A€ R,B € R).

Propriété
Les solutions sur R de I'équation différentielle y”+w?y = 0 (weR*) sont les fonctions:
x — Acoswx + Bsinwx, (A € R, B € R).
Exemple
Résolvons sur R 1'équation différentielle y” + 16y = 0.

En effet, les solutions sur R de 'équation différentielle y” + 16y = 0 sont les
fonctions :

x +— Acos4x + Bsin4x,(A € R, B € R).
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Equations dutypeay” + by’ +cy = 0(a # 0)
Objectif

Résoudre les équations différentielles linéaires du second ordre a coefficients constants
sans second membre (avec ou sans condition initiale);

Définition
Toute équation ay” + by’ + cy = 0 ou a est un réel non nul, b et ¢ deux réels

quelconques est appelée équation différentielle linéaire du second ordre, a coefficient
constant, sans second membre.

Equation caractéristique :

Considérons I’équation différentielle ay” + by’ + cy = 0, (a # 0, b et c deux réels
quelconques).

Soit r un nombre réel et y, la fonction : x — e"™.
Ona:y = re™ety”’ =r%e™.
ay’ + by +cy =0 < ar*e™ + bre™ + ce™ = 0.
© (ar*+br+c)e™* =0
S ar*+br+c=0

Donc yest solution de I’équation différentielle ay” + by’ + cy = 0,(a # 0, b et ¢ deux
réels quelconques) si et seulement si ar? + br + ¢ = 0.

L’équation du second degré ar? + br + ¢ = 0 est appelée équation caractéristique de
I’équation différentielle ay” + by’ + cy =0, (a # 0,b et c deux réels quelconques).

Exemple

L’équation différentielle y” - 2y’ + 5y = 0 a pour équation caractéristique :
r?—2r+5=0.
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Résolution de I'équation ay” + by’ + cy = 0, (a # 0)

Objectifs

Résoudre les équations différentielles linéaires du second ordre a coefficients constants
sans second membre (avec ou sans condition initiale).

Soit (E) I'’équation différentielle ray” + by’ + cy = 0, (a # 0, b et c deux réels
quelconques).

Théoréme

Si I'équation caractéristique ar? + br + ¢ = 0 admet :




e deuxracines réelles distinctes r et s alors les solutions sur R de I'’équation
différentielle
ay” + by’ + cy = 0 sont les fonctions f définies par: f(x) = Ae™ + Be®*,
avec A et B deux réels quelconques ;

e une seule racine réelle r alors les solutions sur R de I'équation
diftérentielle
ay” + by’ +cy = 0 sont les fonctions fdéfinies par:  f(x) = e™(A + Bx),
avec A et B deux réels quelconques ;

e deux racines complexesr ett avec r = u+ iv, (u et v étant deux réels)
alors les solutions sur R de I'équation différentielle ay” + by’ + cy = 0
sont les fonctions f définies par :

f(x) = e**(Acosvx + Bsinvx), avec A et B deux réels quelconques.

Exemples

Equations
différentielles

Equations caractéristiques

Solutions

2y”-6y’-8y=20

Zrt—6r—8=0
Ousoitr® —3r—4=0

Deux racines réelles - 1 et 4.

g(x) =Ae ™ + Be**

A et B étant deux réels.

v+ 4y +4y=0

r’+4r+4=(r + 2)(r + 2)
-0

Une racine réelle double - 2.

g(x) =e ** (4 + Bx)

A et B étant deux réels.

y'=4y' +5y=20

r’—4r+5=0

Deux racines complexesr =2 +1iet
r=2-1.

g(x) = e** (Acosx + Bsinx)

A et B étant deux réels.
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Solution soumise a la condition y(xg) = yp et y'(xy) = 2z

Objectif

Résoudre les équations différentielles linéaires du second ordre a coefficients constants
sans second membre vérifiant une condition initiale.

On recherche parmi les solutions f, de I’équation ay’ + by = 0, celles qui satisfont a la
condition f(x9) = ¥y, Xo et yo étant des nombres réels donnés.

Théoréme :




Pour tout triplet de réels (xg, ¥, 2o ), ['équation diftérentielle ~ ay” + by’ +cy =0
admet une solution g et une seule telle que g(xy) = yo et g’(xy) = z,.

Exemple

On a vu que les solutions de I’équation différentielle y”—4 y’ + 5y = 0 sont les
fonctions g de la forme

g(x) = (Acosx + Bsinx) e**, A et B étant deux réels.

Parmi ces fonctions, il y en a une et une seule telle que g(0) = 0 et g’(0) = 1.
Pour l'obtenir, il suffit de :

— calculer g’(x) :

Or, g(x) = (Acosx + Bsinx)e** g’'(x) = (—Asinx + Bcosx)e** + 2(Acosx +
Bsinx)e**

g(0) =0 { Axe® =0
g')=1 Bxe®+24xe®=1

Ainsi on trouve A = 0 et B = 1; la fonction cherchée gest: g(x) = e**sinx.

— puis résoudre le systeme d’'inconnue A et B : {
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Equations du second ordre avec second membre du type ay” + by’ + cy = g(x), ((a #
0), et g une fonction donnée)

Objectif
Résoudre une équation du second ordre avec second membre.
- Méthode

Pour résoudre une équation différentielle linéaire du second ordre avec second membre,
on peut:

— déterminer une solution particuliére g de cette équation ;

— démontrer que les solutions de I’équation différentielle avec second membre sont
les fonctions du type f + g ou f est une solution de I’équation différentielle sans
second membre ;

— résoudre I'équation sans second membre et en déduire les solutions de I'’équation
différentielle avec second membre.

Exemple
Résolvons I'équation différentielle (E) : y” + 2y’ + y = cosx.

Trouvons deux réels A et B tels que la fonction 4 définie sur R par h(x) = Acosx +
Bsinx soit une solution de (E).

En effet, h’(x) = -Asinx + Bcosx et h’(x) = -Acosx-Bsinx.




hestsolution de (E) si et seulement si h”(x) + 2h’(x) + h(x) = cosx, c’est-a-dire que
—Acosx — Bsinx + 2(—Asinx + Bcosx) + Acosx + Bsinx = cosx.

= 2Bcosx — 2Asinx = cosx.

O NIR

Par identification, on a: { ZZBA:—lo = {B
p— = A —

Donc, h(x) = %sinx.
Soit g une solution de (E).

Montrons que g - h = g4 est une solution de I’équation différentielle (Ey) -y + 2y’
+y=0.
Eneffet (g- h) = g'- k' et(g-h)"=g" — R
Ainsi,g” —h”+2g'-2h' + g-h= g"+2g'+g-(h” +2h’ + h) = cosx-cosx = 0,
(car g et hsont les solutions de (E) ).

g1 est une solution de I’équation différentielle (Ey) : y” + 2y’ + y = 0. Réciproquement,
montrons que si gqest une solution de 'équation différentielle (Ey) -y + 2y’ + y =0,
alors g = g1 + hestune solutionde (E): y” + 2y’ +y = cosx.

Eneffe, (g1 + h) =g, + Ret(g,+ h)’=g1"+ h’ et

(g1 +h)’+2(g1+h)+(@g91+h)=g91"2+g,+g1+h” +2h+ h’ = cosx
C’est-a-dire que g4 ”+ 291’ + g1= 0. g, est alors solution de (Eg).
Résolvons (Eg) : 'équation caractéristique de (Eg) est: 12 +2r+1 =10
cest-a-dire(r + ND(r + 1) =0r = —1.
Une solution de (Eg) est de la forme : x — e~ *(4 + Bx).

Une solution générale de (E) est de la forme: x — e~ *(4 + Bx) + %sinx.

Lecons de la compétence de base 2 du troisieme trimestre

Lecon : statistiques
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Généralités
Objectifs
Définir quelques termes utilisés dans I’étude des séries statistiques

Population-Individus




L’objet de la statistique est la caractérisation d’une population, que I'on veut définir
comme étant I'ensemble des individus auxquels on s’intéresse. L’individu est donc un
des éléments de la population.

Caracteres ( ou variables) statistiques
Un caracteére statistique est un aspect particulier de l'individu auquel on s’interesse. Il
peut etre qualitatif ou quantitatif (mesurable).

Exemples

- Les caracteres : état matrimonial, sexe, couleur, etc. sont qualitatifs ;
- Les caracteres : poids, taille, age, etc. sont quantitatifs.

Modalités
Chaque variable statistique est susceptible de prendre plusieurs valeurs. On appelle ces
derniéeres les modalités de la variable statistique.

Exemples

- Le caractere genre comporte deux modalités : genre féminin, genre masculin.
- Le caractere « nombre de personnes admises a la retraite cette année » comporte
les modalités1;2;3;4;5; etc.

Les effectifs
Leffectif total est le nombre d’individus appartenant a la population étudiée. L effectif
total est souvent noter N,

Leffectif d’une modalité x; d’un caractére X est le nombre d’individus présentant cette
modalité. L'effectif correspondant 4 la modalité x; du caratére X est noté n;. Ona:

N=Y;n,

Moyenne arithmétique
La moyenne arithmétique d’une distribution statistique pour une variable X est égale au
rapport de la somme des valeurs observées de cette variable sur le nombre total

, . i - |
d’observations. On note généralementX. OnaX = ¥ Yinx;

Variance - Ecart type
On appelle variance d’une variable statistique X, la moyenne arithmétique des carrés
des écarts des valeurs de cette variable a sa moyenne arithmétique. On la note

généralement V(X) ou Var(X). on a : V(X) :%Zi n;(x; — X)?
La formule développée de V(X) est : V(X) :% Yinx;?— X2

L’écart type est un indicateur de dispersion. Il est la racine carrée de la variance. On le

notedy Ona: ox = JV(X).




Coordonnées du barycentre de n points pondérés
Soit G le barycentre des points pondérés (A;, a;) ou 1< i < n. Les coordonnées du point
G dans le plan muni d’'un repére (0, I, ]) sont données par les relations :

X :%Zi a;x; etYs :%Zi a;y; ou N =Y,;a; et chaque point A; a pour couple de

coordonnées (X ; yi).
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Séries statistiques a deux caractéres

Objecti

f

Définir une série statistique a deux variables

Introduction

Certains phénomenes aléatoires dépendent de plusieurs caractéres. Mais conformément
au programme de la terminale S, sur une population donnée, nous allons étudier deux

caractéres quantitatifs.

A chaque individu, on associe un couple de nombres réels et on obtient ainsi une série
statistique a deux caracteres ou série double.

Exemple introductif
On a relevé le poids en (en kg) et la taille (en cm) de 30 éléves d’'une classe de terminale
S. Les résultats sont consignés dans le tableau suivant :

Poid |65 |68 |62 |62 |68 |68 |59 |71 |74 |68 |68 |74 |71 |65 |65
S

Taill |16 |17 |17 |16 |16 |17 |16 |17 |17 |17 |16 |17 |17 |17 |17
e 5 7 4 8 5 1 5 7 5 1 5 4 |4 |4 1
Poid |62 |65 |68 |71 |65 |74 |74 |71 |65 |77 |74 |62 |77 |68 |71
s

Taill | 17 |17 |17 |17 (17 |16 |17 |17 |16 |18 |17 |16 |18 |17 |17
e 4 |4 1 1 4 8 7 |4 5 0 7 8 0 1 4

Ces données permettent de définir deux séries statistiques a un caractere (x; ; n;) et

(¥j; ) représentées par deux tableaux suivants

x; 59 62 65 68 71 74 77
n; 1 4 6 7 5 5 2
¥i 165 168 171 174 177 180
n; 5 3 6 10 4 2




Désignons par:

X : le caractere « poids » ;

Y : le caractere « taille ».

Ona:X={59;62; 65;68;71;74;77} etY={165;168;171;174;177;180}

A chaque couple (x; ; ¥;) de 'ensemble XXY, on associe le nombre d’éléves ayant le
poids x; etla taille y;; ce nombre est noté n;;.

On définit ainsi une série statistique a deux caracteres :

n;; est appelé effectif de la modalité (x; ; y; ).

Cette série, notée (x; ; ¥j; n;; ) est représentée par le tableau a double entrée ci-

dessous.
59 62 65 68 71 74 77 TOTAL
165 1 0 2 2 0 0 0 5
168 0 2 0 0 0 1 0 3
171 0 0 1 4 1 0 0 6
174 0 2 3 0 3 2 0 10
177 0 0 0 1 1 2 0 4
180 0 0 0 0 0 0 2 2
TOTAL |1 4 6 7 5 5 2 30

Tableau a double entrée

Les totaux obtenus dans la derniere ligne du tableau sont les effectifs de la série (x; ; n;)
et (y;; m;); ceux de la derniére colonne sont les effectifs de la série (y; ; n;).

Ces effectif qui apparaissent en marge du tableau a double entrée ; les séries statistiques
(x;;m;) et(yj;ny) sontappelées séries marginales de la série double (x; ; y; ; n;j).
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Nuage des points associés a une série double

Objectif

Représenter le nuage des points associé a une série double

Représentation du nuage de points

Considérons une série statistique a deux caracteres quantitatifs (x; ; y; ; n;;) et un plan

muni d'un repere orthogonal.




L'ensemble des points M;; de coordonnées (x; ; y;) estappelé nuage des points
associés a la série.

Dans le cas ou les effectifs des modalités (x; ; y;) ne sont pas tous égaux, on représente
ce nuage de points de deux maniéres :

- Représentation par des points pondérés : (on indique a coté de chaque point M;;
I'effectif n;;.

y . 9
180 _ ==

10 1 \ 2}

|

e A S
171 —4— __1‘1___4. - 1. S

2 1,0

168 B —8.

1 2| ¢
165 -4— l |

figure 1

- Représentation par taches : chaque point M;; est remplacé par un disque dont
l'aire est proportionnelle a I'effectif n;.

Pour déterminer le rayon de chaque disque de la représentation par taches, on choisit

une longueur R pour le rayon du disque centré au point dont le couple de coordonnées a
I'effectif maximum : e.

L’aire de ce disque est mR?. Puisque les aires sont proportionnelles a I’effectif du couple,
la longueur r du rayon du disque centré au point dont le couple de coordonnées a

2

I'effectif n est définie par : n—rz =2 dour= R\/E.

nR e e

Exemple

Dans le cas de I'exemple introductif, c’est le couple (68 ; 171) qui a I'effectif maximum :
4. Pour ce couple (68; 171) on choisit R = 0,5 cm

etr = 0,5J§= 0,25Vn.

On obtient ainsi :

Effectif du couple n 1 2 3 4

Rayon r du disque centré au point 0,25 0,35 | 0,42 0,5
associé

288
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Point moyen d’un nuage

Objectif

Définir et représenter le point moyen d’un nuage

Exemple 1

Considérant I'exemple introductif, calculons le barycentre des points pondérés
(M;j, nyj).

Nous avons :

XG :Zi:1 nixi=%(59+124-+124+ 130+65+136+272+68+714+213+71+74+148+148+154)=68,4

Yo == Ty =5 (5% 165+3 X168+ 6 X 171 + 10 X 174 + 4 X 177 + 2 X
180) = 172,1

on constate que X = 68,4et Y =172,1

G(68,4;172,1) est appelé point moyen du nuage associé a la série (x; ; y; ; nj).
Définition

Soit(x;; yj; nyj) une série a deux caracteres quantitatifs. On appelle point moyen du

nuage de points représentant cette série le point de coordonnées (X; Y), ot X et Y
désignent les moyennes respectives des séries marginales (x; n;) et (y;, nj).

Exemple 2

Les notes obtenues par 10 éléves aux épreuves de biologie et de physique d'un examen
sont indiquées dans le tableau suivant :

Biologie(x) |9 [12[5[6 [9 [14[3]6[12]14

Physique(y) |10 |13 |8 [ 10|13 ]17 [5[8 |16 | 16

Nous constatons que, dans cette série, les effectifs des modalités (x; ; ;) sont tous égaux

a 1. Donc les moyennes des séries marginales sont: X = 1—10 B3+5+2%x6+2%x9+2xX

12+2x14)=9 et}_’=1—10(5+2><6+2><10+2><13+2><16+17)=11,6

G (9; 11,6) est donc le point moyen du nuage associé a la série.
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Ajustement linéaire

Objectif

Ajuster graphiquement une série statistique représentée par la méthode de Mayer
Présentation

On considere dans ce paragraphe que les variables statistiques discretes

Lors d’'une représentation graphiques des séries statistiques a deux caracteres, les
images des points associés peuvent revétir une configuration assez réguliére (droite,
parabole, etc.). Dans ce cas le statisticien essaie d’ajuster la série statistique représentée
al’aide de certains procédés que nous allons développer. Ajuster graphiquement une
série statistique représentée, c’est tracer une courbe simple et réguliére qui convient le
mieux a la forme du nuage associé a la série.

Exemples

Dans la figure 1, on peut penser qu'il est possible de tracer une droite qui passe le plus
pres de ces points.

On dit que I'on a un ajustement linéaire ou ajustement affine (y = ax + b)

Dans la figure 2, on peut approcher le nuage par une parabole (y = ax? + bx + c) et
par un ajustement affine.

Dans ces deux cas, on constate I'existence d’un lien entre les points, donc entre leurs

coordonnées (x; ; y;). On dit qu’il y a une corrélation entre x et y.

Dans le cas de la figure 3, la répartition des points ne suggere aucune relation entre x et
v ; les points sont dispersés de fagon quelconque.

Ajustement affine par la méthode de Mayer
Principe de Mayer

L’ensemble des points a ajuster est partagé en deux parties disjointes E{ et E; de méme
effectifs dans l'ordre ou les points se présentent. Les deux parties E, etE, sont alors
remplacées respectivement par les points moyens G4 et G, des nuages qu’ils
représentent. (G1G, ) est une droite d'ajustement affine appelée droite de Mayer.

Exemple

Une entreprise fabrique et vend des lots de pompes a injection. Le tableau ci-dessous
donne le pourcentage y de pompes a injection d’un lot qui ont une panne au cours de x
années d’utilisation.

Déterminons la droite de Mayer ajustant le nuage de points qui représente cette série

doubles (x; ; y;)-

Nombre x; de 1 [2]3 4[5 |6 |7 |8 [9o |10




semestres

Pourcentage y; 0 2 |4 8 |11 14 17 20 23 27

Soit E I'ensemble des dix points a ajuster. Posons E= E1U E: tel que E1 est 'ensemble des
cing premiers points de coordonnées respectives (1;0), (2;2), (3;4), (4; 8), (5;11) et
E> celui des cinq autres points de coordonnées (6 ; 14), (7; 17), (8; 20), (9; 23), (10;
27).

Soient G1 et Gz les points moyens respectifs d’E1 et E>

Calculons les coordonnées de G :

_ (14243+4+5)
17 5

=3 Yg="""""=5 ;doncGi(3; 5).

X¢
Calculons les coordonnées de G2 :

_ 6+7+8+9+10
2 5

=8 et¥g, =2t = 18 = 20,2 donc Ga(8 ; 20,2).

X¢ -

Déterminons maintenant I’équation de la droite de Mayer.

{ax61+b=y(;1 @{ 3a+b=5 @{a=3,04_
ax(;2+b=y(;2 8a+b=20,2 b=—4’,12'
D’ou la droite de Mayer a pour équation:y = 3,04x — 4,12.

On peut vérifier la droite de Mayer passe par le point moyen G (5,5; 12,6) du nuage.
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Ajustement linéaire par la méthode des moindres carrés

Objectif

Définir les droites de régression et la covariance d’une série statistique double

Définition des droites de régression

— (D) estune droite d’ajustement, M;(x;, y;) un point du nuage, 4; le point de méme
abscisse x; que M; situé sur la droite (D) d’équationy = ax + b.

On dit que (D) est la droite de régression de Y en X lorsque la somme Y™ ; M;A? est

minimale.

(Avec X1y MiA7 = Y1 (y; — (ax; + b)?)

— (D’) est une droite d’ajustement, M;(x;, y;) un point du nuage, B; le point de meme
abscisse y; que M; situé sur la droite (D") d’équationx = a'y + b’.

On dit que (D’) est la droite de régression de X en Y lorsque la somme Y* ; M; B? est
minimale.

Définition de la covariance d’une série statistique double

P est une population d’effectif N.




X et Y deux caracteres étudiés sur la population P, {x4, x5, ..., x,,} 'ensemble des
modalités de X, {yl, V2, e yp} I’ensemble des modalités de Y,

X lamoyenne arithmétique de la série de caractere X ety celle de la série de
caractere Y, n;; I'effectif du couple de modalités (x;; y;),

On appelle covariance de la série statistique double de caractéres X et Y le nombre réel,

noté Cov(X, Y), tel que Cov(X,Y) = %Z n; (x; —X)(y; - y)
La formule développée de Cov (X, Y) est: Cov(X,Y) = %Z n;ix;yj — Xy .

En effet: cov (X, Y) =<3 ny(x,y; — yx; — Xy; + Xy)

1 _1 _1 1 1 o
=;Z nijxiyj_xﬁz nijyj_yﬁz nijxi+x)'ﬁz nij:NZ nXiyj-Xy —yx +

xy

) 1 —— -1 — 1
Doucov(X,Y)zNZ n;x;yj — Xy avecy, nij:N;x:NZ nijxiety:ﬁz n;y;
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Détermination de la droite des moindres carrés
Objectif
Déterminer I'équation de la droite des moindres carrés
Equation de la droite des moindres carrés
D’une maniere générale il existe plusieurs droites d’ajustement d’'un nuage donné ;
parmi lesquelles une seule réalise le meilleur ajustement. Soit (D) d’équation
y = ax + bl'une de ces droites. Déterminons a et b pour que (D) soit véritablement le
meilleur ajustement.
En effet, a chaque modalité x; du caractere X correspondent :
- Une modalité y; du caractere Y telle que le point de coordonnées (x;, y;)
appartienne au nuage.
- Unpointde (D) de coordonnées (x;, ax; + b).

Si le point considéré n’appartient pas a (D) alors le nombre [y]- -(ax; + b)] est non nul.

(D) est un meilleur ajustement si la somme des nombres n;; [y]- -(ax; + b)]2 est
minimale.

Posons S (a,b)=YX,d? =YL, (yj- ax; — b)? oux; d; =[y;- (ax; + b)| désigne la
« distance verticale » du point de coordonnées (x;, yj) non situé sur (D) au point de

coordonnées (x;, ax; + b) mesurées parallélement a I'axe des ordonnées et
i€{1,2,3,...,N}

Détermination de b et a :

— Pour a fixé, déterminons la valeur de b qui minimise S (a ; b).




Soit fla fonction définie par : f(b) =Y ~, (yi— ax; — b) 2

Etant une fonction du second degré, f est dérivable sur Ret f'(b) = -2 ¥, (y;_ ax; —
b)

Si f admet un minimum en b, alors f’(b) = 0.
f)=0oYN,y;—aY¥,x Y b=03,y, —aYl, x; Nb=0&
1 — = s -
b=13Y,y, 2%, x;, =y —aX doi b=y —aX.
Ce résultat montre que la droite (D) passe par le point moyen G ( X, y) du nuage des
points.
En remplacant b par sa valeur dans S (a, b), on obtient;
9@ =YL yi-ax;—y+ a0)? =%, [(3:-¥) —alx - D)2
— Déterminons maintenant la valeur de a qui minimise g(a) :
G est dérivable sur R comme toute fonction polyndme et on a
9@ =-25L; (-0 [(y:i-¥) - alx; - )]
9@ =023k, (-0 [(y-y) - alxi - ®)] =0
SXL =B —y) —aXil; (xi—%)?2=0

Z?Izl xi-0)(yi-y) _ %Z?’ﬂ (xi=0) (yi-y) _ Oxy _ Cov(X)Y)
Sy m o N e % VD

Donc a =

Propriété
P est une population d’effectif N.

Xet Ydeux caractéres étudiés sur une population P, {x4, X3, ..., X,} I'ensemble des
modalités de X, {y1, V2, e yp} l'ensemble des modalités de Y,

X lamoyenne arithmétique de la série de caractere X ety celle de la série de
caractéere Y, nj l'effectif du couple de modalités (x; y;), V(X) la variance de la série de
caractére X, Cov(X, Y), la covariance de la série double de caractéres X et Y.

Les variable X et Y étant en corrélation linéaire, alors, il existe une droite d’ajustement

(D) du nuage et une seule qui constitue le meilleur ajustement de ce nuage. Elle a pour

L 9 _
équation :y = ax + b avec a :ﬁ eth =y — ax.
X

Cette droite (D) est la droite des moindres carrés ou droite de régression de Y en X, elle
passe par le point moyen G (X,y) du nuage.

Remarque

Une démarche analogue montre I'existence d’une droite d’ajustement (D) du nuage et
une seule, d’'équationx = a’'y + b’




,_ 0 y = —
avec:a’' == etb’=x—a'y
oy

La droite (D) ainsi déterminée est la droite de régression de X en Y ; elle passe aussi par
le point moyen G (X, y).

SEQUENCE 40

Exemple de détermination de la droite des moindres carrés
Objectif

Déterminer une équation de la droite des moindres carrés
Exemple

Reprenons la série des notes obtenus par dix éleves en biologie et en physique et
déterminons les équations des droites de régression x eny et de y en x.

2 2
Xi |\ Yj | XiYj | Xi Yj

9 10 |90 81 100

12 |13 | 156 |144 | 169

5 8 40 25 64

6 10 |60 36 100

9 13 117 |81 169

14 |17 | 238 | 196 | 289

3 5 15 9 25

6 8 48 36 64

12 |16 | 192 | 144 | 256

14 |16 | 224 |196 | 256

total |90 |116 | 1180 | 948 | 1492

Soit (D) et (D) les droites de régression respectives de y en x et de x en y.
D):y=ax+ b et (D):x =ay + b

— Détermination de (D).

Ona:f:9et7:11,6;V(X):%_92:13’8;C0V(X’Y):%_%(11’6:13’6;

La droite de régression de y en x est donc la droite (D) d’équation: y = 0,986x + 2,73.




— Détermination de (D").

On ajoute : V(Y) = “-0 — 11,62 =14,54
) 13,6 )
a=22-0935etb'=9-0,935x 11,6 = — 1,846
14,54

La droite de régression de x en y est donc la droite (D”) d’équation: x = 0,935y —
1,846;soity = 1,07x + 1,97

SEQUENCE 41
Détermination du Coefficient de corrélation linéaire
Objectif
Définir et déterminer le coefficient de corrélation linéaire
Définition
— Deux variables statistiques X et Y sont dites en corrélation linéaire lorsque la

courbe de régression de Y en X et la courbe de régression de X en Y sont des
droites.

— On appelle coefficient de corrélation linéaire d’une série statistique double de
a Xy _ C O‘U(X B Y)

caractere (X, Y) le nombre réel r défini par : axxdy — VOOV

Propriétés

— Les coefficients directeurs a et a ‘des droite de régression de Yen Xetde Xen Y

o F) , @
sontdéfinis par:a == ; eta’=—2%,
(0x) (ay)

— Ona:aa’=r?
Définition
On appelle valeur absolue du coefficient de corrélation linéaire la racine carrée du

produit du coefficient directeur de la droite de régression de Y en X par le coefficient
directeur de la droite de régression de X en'Y.

Remarque

- Onadmetque |r| < 1.
- Si|r| est proche de 1 alors on dit qu’il y a une bonne corrélation ou une forte
corrélation entre les deux variables.

En général, on consideére que la corrélation linéaire entre les deux variables est forte
lorsqu'ona: 0,87 < |r| <1.

Lecon : espace vectoriel
SEQUENCE 42




Définition d'un espace vectoriel
Objectif
Démontrer qu’'un ensemble muni de deux lois est un espace vectoriel sur un corps

Définition et exemple

EXE—E

Soit E un ensemble muni d'une addition définie par: /)y "y,

et d'un produit extérieur
défini par :

iy 0U K est un corps donné.

On dit que I'ensemble E est un espace vectoriel sur K.
Si les lois dont I’ensemble E est muni vérifient les conditions suivantes :
(E, +) est un groupe commutatif
Le produit est compatible avec le produit: VA, u € KVx € E A(ux) = (A u).x
L’élément 1€ K est un élément neutre pour le produit extérieur: Vx € E,1.x = x
Le produit doublement distributif par rapport a I'addition :
VAUEK VXEE, (A+uw).x= Ax+pux
etVAueK vxeE A(x+y)= Ax+ A4y

Les éléments d’un espace vectoriel E sont appelés des vecteurs et les éléments de
I'ensemble KK par lesquels on peut les multiplier sont appelés des scalaires.

Remarque

Lorsque I’étude de I'espace vectoriel E se fait sur I'ensemble R, on dit que E est un

espace vectoriel sur R. De méme, si K = C, E est un espace vectoriel sur C ou espace
vectoriel complexe.

Exemples d’espace vectoriels

1. Ensemble des vecteurs du plan (ou de I'espace) muni de la somme vectorielle et
du produit des vecteurs par les réels, est un espace vectoriel surR.

2. L’ensemble des n — uplets de réels (x4, X3 ..., x,) muni de la somme terme a
terme et du produit par un reel terme a terme est un espace vectoriel reel,
noteR™.

Ainsi, plus particuliérement, R? et R3 munis respectivement de la somme définie
par: (x1,%;) + (x'y — x'2) = (%1 + x'1, %3 + x'3)[resp. (x1, %2, x3) +
(x'1,x'3,x'3) = (x1 + x'1, X2 + X', x3 + x'3)] et du produit d'un reel sont des
espaces vectoriels sur R.

3. L’ensemble des suites réelles munie de la somme de deux suites (u,,) et (v,,)
étant la suite (u,, + v,,) et du produit d'une suite (u,,) par un reel 4 étant la
suite(Adu,,), est un espace vectoriel reel.

De méme, 'ensemble des fonctions de R dans R est unespace vectoriel.




SEQUENCE 43

Famille de vecteurs

Objectif

Définir une famille de vecteurs

Définition

Une famille de vecteurs dans un espace vectoriel FE est un# — uplet (14,1, .....1},)
d’éléments de E.

Combinaison linéaire

Définition 1

Soit F un espace vectoriel, (eq, ..... e,) une famille de vecteurs de E.

Une combinaison linéaire de la famille (e4, .....ey) est un vecteur x de F qui peut s’écrire
sous la forme x = Zf‘zl Aje; ,pour n —uplet (A4, .....A,) d’élément de K.

Exemple

Dans I'espace vectoriel R3, le vecteur (2,5, —3) est combinaison linéaire des vecteurs
(1,-2, 6)et(—1,11,-21).

En effet,ona: (2,5;-3) =3(1,-2,6) + (—1,11,-21).
Question

Le vecteur (0, 9,2) est-il une combinaison linéaire des vecteurs
(1,-2,6) et (—1,11,-21)?

Définition 2

Soit (eq, ..... ep) une famille de vecteurs.
L’ensemble des combinaisons linéaires de cette famille est noté vect (eq, .....ep).
Exemple

Dans R3, on considére x = (1,—1,1) et y = (0,1, a) otia € R.

Donnons une condition nécessaire et suffisante sur a pour que K = (1, 1, 2) appartienne
avect(x,y).

On sait que vect(x, y) est 'ensemble des combinaisons linéaires de la famille de vecteurs
(x, ).

Or,u evect(x,y) @ u=Ax+puyoud,ueR

et=Ax+uy= (1,1,2) =12(1-1,1) + u(0,1, a).

A=1 A=1 A=
(:){—/1+u:1<:>{ pu=2 of=2
A+pua=2 1+2a=2 a

Il
Nim N =




1
Onadonc:u €vect(x,y) © a= S et

doncu = x + 2y

SEQUENCE 44
Familles génératrices - Familles libres - Familles liées
Objectif

Définir une famille génératrice, une famille
libre et une famille liée
Familles génératrices

Définition
Une famille (e, .....ey) est génératrice de E si tout élément de I'espace vectoriel E peut
s’écrire comme combinaison linéaire de la famille (eq, .....eg). On a donc :

VX€E€E3I Ay 4, X= Zf‘zl A; e;. Autrement dit, vect(eq, .....ep) = E.

Remarque

Pour montrer qu'une famille est génératrice, la démarche consiste a prouver que
I’équation x = Zf‘ﬂ A; e; qui peut s’écrire comme systeme linéaire dont les inconnues
sont les coefficients 4; admet toujours une solution.

Exemple

Dans R3 muni des opérations usuelles, soientu = (1,0,1),v = (0,1, —1) etw =
(1,1,1).

Montrons que (u, v, w) est une famille génératrice deR3, on va montrer que tout vecteur
de R3 peut s’écrire comme combinaison linéaire de u, v et w par la mise en ceuvre de la
relation suivante :

R3 = vect(u,v,w) © V(x,y,2z) € R33(44,4;,13)) €R3 Telquex,y,z = L;u+ ,v +
ABW.

Donc (x,y,z) = 2,(1,0,1) + 2,(0,1,-1) + 43(1,1,1)

11+13=x
D’ou Az+13=y
11—124'13:2

Ce systéeme admet une solution. Sa résolution nous donne: 4, = x —zetd; =yx+z
etdy =2x—y—z

Donc la famille (u, v, w) est génératrice deR3.
Familles libre - famille liée

Définition




Une famille (e, .....eyp) estdite libre si aucun de ses éléments n’est combinaison linéaire
des autres de la famille. On dit alors que ses éléments sont linéairement indépendants.

En d’autres termes, ona : x = Zf‘zl Aie,=0Vie{l...£},4;=0.

Une famille de vecteur est dite liée lorsque cette famille n’est pas libre.

Vd

w

farnille {uvw) hés Faille {u,w,w) Hbre

Remarque

Lorsqu’on veut prouver qu’'une famille de vecteurs est libre, on procede en vérifiant que
le systéme linéaire homogene obtenu en écrivant I'égalité Zlﬁl A; e; = 0 a toujoues pour
solution la solution nulle qui est unique.

Exemple

On considére 'espace vectoriel R3 et soientu = (2,1,0),v=(1,-1,-1)et
w = (0, 3,—1) des vecteur deR3.

Montrons que la famille (u, v, w) est libre.

Pour cela, supposons que 4;u + 4,V + Az3w = 0 et résolvons cette équation ou
A4, A, et A3 sont des inconnus.

Al+lz=0
Ona: 11—124'313:0.
—12—13:0

En résolvant ce systeme, on obtient: x =y = z.

Il s’ensuit que la famille (u, v, w) est une famille libre

SEQUENCE 45

Base d’un espace vectoriel




Objectif

Définir la base d’un espace vectoriel

Bases

Définition

Soit (E, +, *) un espace vectoriel surK et soit(eq, .....ep) une famille non vide de
vecteur F.

La famille (eq, .....ep) est une base de E si elle est a ma fois libre et génératrice.

Autrement dit, tout élément de E peut s’écrire de facon unique comme combinaison
linéaire d’élément de la famille.
Coordonnées d’'un vecteur dans une base

Définition
Soit(eq, ..... eyp) une base d’un espace vectoriel E etx € E tel que Zf;l Aie;.
Les réels A; sont appelés coordonnées de x dans la base (eq, .....eg) et les vecteurs A;e;

sont les composantes de x dans cette méme base.

Exemple

On considére I'ensemble E =R3 muni des opérations usuelles.
Soitu = (2,0,-1),v=(2,1,3) etw = (0,1, 2) des vecteurs de E.
Préciser les coordonnées d'un vecteur dans cette base.

D’apres la définition d’'une base, une famille de vecteurs est une base si tout élément de
E peut s’écrire comme combinaison linéaire, de facon unique d’éléments de famille.

Supposons que (x,y, z) est un élément de E et soit A4, 4, et 43 € R3 tel que (x,y,2z) =
/11u+ sz et AgW (=4 11(2, 0, —1) + 12(2, 1, 3) +(13(0. 1, 2) = (x; y; Z)-

24, + 24, = x (31=3C+ay-22)

Ona: a+A3=y =4 A= (x+4y-22)
—A+34, +243 =2z Agzi(—x+8y—22)

Onamontré que:V(x,y,z) €E,3(A1,43,43)) €EE/ (x,y,2) = Aqu+ A,v + A3w.

Donc la famille V(u, v, w) est une base de E.

De plus, comme (x,y,z) = Aju+ A,v + 43w = %(x +4y —2z) + % (x+4y—2z)+

i(—x + 8y — 2z) alors les coordonnées du vecteur (x, y, z) de E est la famille

G(x + 4y — Zz),i(x + 4y — Zz),%(—x + 8y —2z) )

SEQUENCE 46

Sous espaces vectoriel




Objectif

Définir et caractériser un sous-espace vectoriel

Définition

Soit E un espace vectoriel sur K. Un sous-ensemble F de E est un sous-espace vectoriel
s’il est lui-méme un espace vectoriel (muni de I'addition et de la multiplication définie
sur E)

Caractérisation d'un sous-espace vectoriel
Théoreme 1

Soit E(E, +,.) un espace vectoriel surKK. Soit F une partie de E.
F est un sous-espace vectoriel de I'espace vectoriel E(E, +,.) si et seulement si :

e 0 € F (F contient 0)
e Vx,y€F,x+7yE€F (Feststable pour 'addition)
o VAeK,Vx €F,Ax € F (F eststable pour la multiplication par un réel)

Démonstration
Supposons que F soit un sous-espace vectoriel de I'espace vectoriel(E, +,.).

Donc F est stable pour la loi + et la loi. de plus, F contient 0 puisque F est un sous-
groupe du groupe (E,+).

Réciproquement, soit FC E et F contenant 0 et stable pour les lois + et.. Donc F est non
vide et la loi induite sur F par I'addition dans E est une loi interne sur F.

D’autre part, soit (x,y) € F2,—y = (—1).y est dans F.

De plus, x — y = x + (—y) est dans F. On en déduit que F est un sous-groupe de (E, +)
donc, en particulier, (F, +) est un groupe commutatif.

On vérifie ensuite que les quatre axiomes concernant la loi externe restent valables dans
F par restriction. Finalement F muni des lois induites est un espace vectoriel donc F est
un sous-espace vectoriel de I'espace vectoriel E.

Théoreme 2
Soit (E, +,.) un espace vectoriel sur K et soit F une partie de E.
F est sous-espace vectoriel de 'espace vectoriel (E, +,.) si et seulement si :

{ O0€EF (F contient 0)
V(x,y) € F?,Y(4,u) € K% Ax + uy € F (F est stable par combinaison linéaire)

Démonstration
- Supposons que F vérifie le théoréme 1 de la caractérisation, alorsQ € F.

Soient (x,y) € F? et(4, u) € K? alors Ax € F et uy € F donc x + uy € F.On a donc
théoréme 1=théoréme 2.




- Supposons que F vérifie le théoréme 2 de la caractérisation. AlorsQ € F.

De plus soient (x,y) € FPetA€ K,ona:x+y=1.x+1.y€ FetAx =Ax+ 0.y € F.
Donc théoréme 2=théoreme 1.

Exemple
Soit R® muni des opérations usuelles.

Montrons que F= {(x,y,z) € R3/x + y — 2z = 0} est un sous-espace vectoriel de
(R3,+,.).

Nous allons utiliser le théoréme 2 caractérisant les sous-espaces vectoriels pour
résoudre notre probléeme.

- Onsaitque 0 + 0 — 2(0) = 0 donc le vecteur nul (0,0,0) appartienta F.
- Vérifions la stabilité de F par combinaison linéaire.
Soit donc (x,y,z) € F, (x',y,z") € F etsoit (4, u) € RZ.
Onadonc A(x,y,z) + u(x',y',z") = (Ax, Ay, 2z) + (ux',uy’',uz’")
= (Ax+ ux',y + ny', Az +uz')

De plus, (Ax + ux') + (Ay + py') —2(Az —uz') = A(x+y—22)+ulx' +y —

=AX0+ux0=0.
Donc F est stable par combinaison linéaire.

Puisque les deux conditions sont vérifiées, il s’ensuit que F est un sous-espace
vectoriel de (R3, +, ).

SEQUENCE 47

Sous espaces vectoriel engendré par une famille de vecteurs

Objectif

Définir un sous-espace vectoriel engendré par une famille de vecteurs

Théoréme

Soit (eq, ..... e,) une famille de vecteurs d’un espace vectoriel E, alors vect(eq, .....e)
est un sous-espace vectoriel de E.

C’est le plus petit sous-espace vectoriel contenant ey, ..... eg, (cC’est-a-dire que si F est un
sous-espace vectoriel contenant tous les vecteurs de la famille, alors nécessairement
vect(eyq,.....ep) C F).

On I'appelle sous-espace vectoriel engendré par la famille(eq, ..... ep).
La famille (eq, .....ey) est donc une famille génératrice de vect(eq, .....eg).
Démonstration

On sait Zle e; + Zle uie; = Zf:l(li + ”l) e; et Zle Ai e; = Zle(SAi)ei , donc
vect(ey, ..... ey) est un sous-espace vectoriel de E.




De plus, un sous-espace contenant les éléments de la famille contient aussi ses
combinaisons linéaires.

Donc il contient absolument vect(eq, .....ez).

Exemple

Considérons I'ensemble : F= {(—x2x + y,3x — 2y,—x)/x,y € R}.

Montrons que F est un sous-espace vectoriel.

Ona:F={(—x2x+y,3x — 2y,—x)/x,y € R}
={x(2,3,-1) + y(1,-2,0)/(x,y) € R?} = vect(u,v) ot u = (2,3,—1) et
v = (1,-2,0) donc F est un sous-espace vectoriel engendré par la famille de
vecteurs (u,v) = ((2, 3,-1),(1,-2, 0)).

Remarque importante

L’ensemble des solutions d’'un systeme linéaire homogéne de £ équationsan
inconnues est un sous-espace vectoriel de I'espace vectoriel R™. On peut d’ailleurs
toujours décrire un sous-espace vectoriel R" a I'aide d'un tel systéme d’équations.

Présentons un exemple précis.
Considérons I'ensemble F défini par :
F={(x,y,z) e R3/x+2y+3z=0et2x+5y+z=0}

Montrons que F est un sous-espace vectoriel engendré par une famille de vecteurs que
nous aurons a démontrer.

L’ensemble F est en fait I'ensemble des solutions du systéme de deux équations a 3
inconnues suivantes :

x+2y+3z=0

2x+5y+z=0

Résolvons ce systeme. On a:

x+2y+3z=0 o {x+2y:—3z (:){x=—132
2x+5y+z=0 2x+5y=-z y =5z

Finalementona: F= {(132,5z,z)/€ R} = {z(—13,5,4)/€ R}.
Donc F = vect(u) ot u = (—13,5,4).

F est donc un sous-espace vectoriel de R® dont une famille génératrice est la famille (u)
constituée du vecteuru.

SEQUENCE 48

Intersection de sous-espaces vectoriels




Objectif
Déterminer I'intersection de sous-espaces vectoriels
Théoreme
L’intersection de deux sous-espaces vectoriels est un sous-espace vectoriel
Démonstration
Soit E un espace vectoriel sur K et soient F et G deux sous-espaces vectoriels de E.
- Comme F et G sont des sous-espaces vectoriels, il est evidentque 0 EFet 0 € G
donc0 € FNG.
- Soient (x,y) € (F N G)? et (4, p) € K.
DoncA,+ puy €eFetd,+uy € Gdoui,+puy € FNG.
F N G est stable par combinaisons linéaires.

Il s’ensuit que F N G est un sous-espace vectoriel de E.

Présentons un exemple permettant de déterminer un sous-espace vectoriel F N G
sachant que F et G sont des sous-espaces vectoriels.

Exemple
On considere les ensembles suivants :
F={(x,y,2) ER3/x —y+ 2z =0} et G = vect((1,0,-1),(-2,1,1)).

Il est évident que F est un sous-espace vectoriel de R3 et que G aussi, puisqu’il est
I'ensemble de combinaisons linéaires des vecteurs (1,0,—1) et, (—2,1,1).

Déterminons l'intersection F N G.
On sait que G = vect((l, 0,-1),(—-2,1, 1)) donc soit x € G, on a
x=2(1,0,—-1) + u(—2,1,1) pour (4, u) € R2

Doncx€ G < x=(A1—2u u— A+ p),onaura, en portant ces valeurs dans
I'expressionde F,FA-2u—pu+2(-A+pu)=0=21-2u—u—-21+2u=0= —1—
p=0doupu=—-A4

Sachantquex = (A —2u,u— A+ p),etpuisque u = —2alorsx = (34— 4,—-24) =
A(3,—-1,-2).

Comme x € F N G alors FN G = vect(3,—1,-2).

Il s’ensuit que F N G est un sous-espace vectoriel engendré par la famille (u) constituée
du vecteur u = (3,—-1,-2).

SEQUENCE 49




Applications linéaires

Objectif

Définir une application linéaire

Définition

Soient E et F deux espaces vectoriels.

Une application linéaire de E dans F est une application f: E — F vérifiant les conditions
suivantes :

1 v(x,y) € E%L f(x +y) = f() + f().
2 VAEKVxE E,f(L) = Af(x).

Théoréme

Une application f: E — F est linéaire si et seulement si : V(4, u) € K?,V(x,y) € E?, on

a:

fAy+py) = Af () + pf ().

Démonstration

Supposons que f vérifie les conditions de la définition ci-dessus, alorsona:

f(Ax + ny) = f(Ax) + f(uy) Par application de la condition 1.

= Af(x) + puf(y) par application de la condition 2.

Réciproquement, V(4, ) € K? et V(x,y) € E* ,ona:

fQx + py) = Af(x) + pf ().

.Pour A=p=1,onadonc:V(x,y) € E2,, f(x+y) = f(x) + f().

.Poury=0et u=0,0ona::VeE,:VAEK, f(ix) = Af(x).

donc f est une application linéaire.

Exemple

Soit f I'application de R3 dans R? définie par :

V(x,y,2) €R3, f((x,7,2)) = 2x —y + z,x + 22).

Montrons que f est une application linéaire de R3 dans R?.

Posons u = (x,y,z) etv = (x',y',z") deux vecteurs de R3, et soit (4, 1) € R2.

Calculons f(Au + pv).Ona;

fAu+w) = f(A(x,y,2) + u(x',y',2")) = f(Ax + ux' , Ay + uy' , Az + uz')
=QAx+ux)— Ay +uy) + (Az+uz'),Ax + ux' + 2( Az + uz') )
= (2Ax — Ay + Az) + Qux' — uy' + uz'), (Ax + 21z) + (ux' + 2uz))
=(AC2x—y+2)+u2x' —y' +2'),A(x +22) + u(x' + 22'))
=AR2x—y+z,x+22)+uR2x' -y +2'),x' +22)
=AM(xy,2)+ puf(x',y'z") = Af(w) + pf(v)




Donc f est une application linéaire de R3 dans R?.
Remarque

On note L(E,F) I'ensemble des applications linéaires de E dans F et L(E) I'’ensemble des
application linéaires de E dans E.

SEQUENCE 50
Applications particulieres
Objectif
Définir des applications particuliéres
Définition
- Une application linéaire f: E — F est aussi appelée morphisme de E dans F. Donc
un morphisme de F dans F appartient a L(E).
- Une application linéaire f: E — F est aussi appelée endomorphisme de I'espace
vectoriel E. Donc un endomorphisme de E appartient 4 L(E).
- Une application linéaire bijective est appelée isomorphisme.

- Un endomorphisme bijectif est un automorphisme.
L’ensemble des automorphismes d’une espace vectoriel F est noté GLE.

Théoreme 1
Si E et F sont deux espaces vectoriel K, alors L(E, F) est aussi un espace vectoriel sur K.
Démonstration

Si on considére I'ensemble L(E,F) des applications linéaires de E dans E, on peut
vérifier aisément que la somme de deux applications linéaires est une application
linéaire, que 'élément neutre est I'application nulle et que 'opposé d’une application
linéaire est toujours défini. De plus, les produits par des constantes d’applications
linéaires sont linéaires et les relations de distributivité effectives. Donc L(E, F) munie
des opérations usuelles est un espace vectoriel sur K.

Théoreme 2

Soient (E,+, .) et (F,+, .) deux espaces vectoriels sur K.
Soit f € L(E,F).

On a nécessairement : f(Og) = O.

Démonstration

f(OE) = f(0.0p) = Of(OE) = Of.
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Noyau et image d’une application linéaire

Objectif

Définir le noyau et I'image d’une application linéaire

Définition

Soient (E,+, .) et(F,+, .) deux espaces vectoriels surK.

Soit f une application linéaire de F dans F.

On appelle noyau de f, I'ensemble des éléments x de F tel que f(x) = O.
Il est noté kerf.

Ainsi :kerf = {x € E/f(x) = 05} = f~1({0}).
On appelle image de f et on note Im(f), 'ensemble des images des éléments de E par f.
Ainsi : Im(f) = {f(x),x € E} = f(E) ou encore

Im(f) ={y € F/ax€E f(x) = y}.

Proposition

Si f: E —F est une application linéaire, alors 'image d’un sous-espace vectoriel E est
toujours un sous-espace vectoriel de F et 'image réciproque de tout sous-espace
vectoriel de F est un sous-espace vectoriel de E.

Corollaire
Soient (E,+, .) et (F,+, .) deux espaces vectoriels sur K.
Soit f: E — F une application linéaire.

Alors, ker(f) est un sous-espace vectoriel de E, et Im(f) est un sous-espace vectoriel de
F.

Démonstration

Soit G un sous-espace vectoriel de E et soit (x,y) € (f(G))%.

Comme f estune application linéaire,

Ax + Ay = Af(z) + uf(w) = f(Az + pw) € f(G) puisque Az + uw € G.

L’image de G est donc stable par combinaison linéaire, c’est un sous-espace vectoriel de
G.

De méme, soit H un sous-espace vectoriel de F et soit (z, w) € f~1(H),

alors f(z) =x€Hetf(w)=y€eHdonc f(Az+ uw) =Ax+ uy € HetAz + uw €
fH(H).
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Noyau et image d’une application linéaire
Objectif

Déterminer le noyau et I'image des applications particulieres

Théoréme
Soient (E,+, .) et (F,+, .) deux espaces vectoriels sur K.
Etsoit f € L(E,F).
e festinjective si et seulement si ker(f) = {0}.
e festsurjective si et seulement si Im(f) = F.
e festunisomorphisme de E sur F si et seulement si ker(f) = {0} et Im(f) = F.
Exemple

On considére l'application f: R> — R3 défini par:
f)=(x-yx+2y,-y).

1. Déterminons ker(f) et Im(f).

D’abord, on vérifie que f est une application linéaire.

Déterminons ensuite ker(f). On sait que ker(f) = {x € E, f(x) = 0}.
Soit (x,y) € ker(f) & f(x,y) = (0,0,0).

x—y=0
Sixt+2y=0=x=y=0< (x,y) =(0,0).

Donc ker(f) = {(0,0)}.

Et par application du théoréme ci-dessus, comme ker(f) = {(0,0)} alors f est une
application injective.

Déterminons maintenant Im(f).
Soit (a, b, ¢) € R3 et supposons que (a, b, c) € Im(f).
Ona: (a,b,c) € Im(f) © 3(x,y) € R?*/f(x,y) = (a, b, c).
XxX—y=a y=c y=—c¢
Orf(x,y)=(a,b,c)<=>{x+2y=b @{x+c=a @{ x=a-c
-y=c x—2c=b ya—c—2c=b
y=—c
@{ x=a-c

a—-b—-3c=0
Dong, sia — b — 3¢ = 0, le systeme d’'inconnues (x, y) admet un couple solution qui est
(x,y) = (a — ¢ — b), ce qu’on peut interpréter par :3(x,y) € R3 /f(x,y) = (a,c, b).

Finalement Im(f) = {(x,y,z) € R3/x —y — 3r = 0}.

f est-elle injective ?




Elle serait surjective si Im(f) = R3, on constate que, (1,0, 0), par exemple, n’est pas
dans Im(f) # R3 et f n’est pas sujective.

Théoreme

Soit f € L(E,F)et(eq, ..., e,) une base de E.

Alors Im(f) = vect(f(eq), ..., f(e,) ).

Exemple

On considére 'application linéaire f:R?* — R3 définie par:
fx,y) =2x—y,x+2y,-2x+Yy).

Déterminons Im(f) en utilisant le théoréme 3.

On sait que dans R?, la base canonique est constituée des deux vecteurs (1, 0) et (0, 1).
D’aprés le théoréeme 3, Im(f) est engendré par f(1,0) et £(0,1).
or, f(1,0) = (2,1,-2) et £(0,1) = (-1,2,1).

On obtient donc : Im(f) = vect(= (2,1,-2),(-1,2,1) ).

SEQUENCE 53

Matrice d’'une application linéaire

Objectif

Définir la matrice d'une application linéaire

Définition

Soit fe L(E,F),B = (eq, ..., e,) une base de E et B' = (f4, ..., fn) une base de F (on
suppose que E et F possédent des bases constituées d’'un nombre fini de vecteurs).
La matrice représentative de f dans les base B et B’ est la matrice de la famille
(f(eq), ..., f(e,))dans la base B'.

On note : Matgg, (f).

Exemple

On considére 'application linéaire R® — R? définie par:

f(x,y,z) =(4x -3y +2z -2x+y—52).

Déterminons la matrice de f dans les bases canoniques.

On sait que la base canonique de R? est formée des vecteurs e; = (1,0,0), e, =

(0,1,0), ete; = (0,0,1) alors que la base canonique de R? est constituée des vecteurs
&= (1, 0) et&y, = (0, 1)

Calculons les images des vecteurs ey, e, et e3 par f.

Ona: f(e;) = f(1,0,0) = (4,-2), f(e;) =f(0,1,0) = (-3,1) et f(e3) = f(0,01) =
(1,-5).

Exprimons f(e,), f(e;) et f(e3) dans la base canonique R%. Ona:




fle1) =(4,-2) =4(1,0) — 2(0,1) = 4¢; — 2¢,.

fle;) =(-3,1) =-3(1,0) +1.(0,1) = —3&; + 1¢,

f(e3) =(1,-5) =1(1,0) = 5(0,1) = 1&; — 5¢;.

Les coefficients obtenus constituent les composantes de la matrice cherchée.

4 -3 1

o 1 _5) ou BC = bases canoniques.

Ona: Matgc(f) = (

Remarque

On peut représenter une application linéaire par une matrice dans des bases autres que
les bases canoniques des espaces vectoriels concernés.
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Exemple de détermination de la matrice d’'une application linéaire

Objectif
Déterminer la matrice d’'une application linéaire
Exemple
On considére 'application linéaire f€ £(R?, R3) définie par
fC,y) =(x+y2x+3y,x—y).
Soite = (ey, e;) une base de R ot e = (1,1) et e; = (1,—1) etsoit v = (vq, v, v3)
une base de R3 ot v, = (1,0,0),v, = (1,1,0)etv; = (1,1,1).
Déterminons la matrice représentative de f dans les basese et v .
- On vérifie aisément que e = (ey, ;) est une base .. De méme pour v = (v4, V3 V3).
- Afin de déterminer la matrice demandée, il faut chercher a déterminer les
coefficients qui vont constituer la matrice. Pour cela, commencons par calculer
f(eq) et f(ey).
Ona: f(eq) =f(1,1) =(2,5,0) et f(e,) = f(1,—-1) = (0,—1,2).
Exprimons f(eq) et f( e;) dans la base v.
Comme f(eq) = (2,5,0), pour 'exprimer dans la base v, on posera :
f(e1) = avy + bv, + cvz ou a, b et ¢ sont des réels.
a+b+c=2 a=-3
< (2,5,0) =a(1,0,0) + b(1,1,0) + ¢(1,1,1) @{ b+c=5 & { b=5.
c=0 c=0
Il s’ensuit que f(eq) = —3vy + 5v, + 0v3(1).
Procédons de la méme fagon pour déterminer les coefficients de 'image du
vecteur e,.
f(e;) = (0,—1,2). Exprimons f( e,) dans la base v
On posera: f(e;) = avy + bv, + cvzoua, b, c € R.
f(ey) = avy + bv, + cv3 & =(0,—-1,2) =a(1,0,0) + b(1,1,0) + ¢c(1,1,1)
a+b+c=0 a=1
(:){ b+c=-1 @{b=—3.
c=2 c=2




Il s’ensuit que f(e;) = 1.v1 — 3v, + 2v3.(2)

Prenant en compte les coefficients de f(eq) et f( e;) obtenus aux égalités (1) et (2),

-3 1
nous obtenons donc : Mat,, ,(f) = ( 5 —3).
0 2

C’est la matrice représentative de f dans les bases e et v. La premiere colonne est
constituée des coefficients de f( e1) et la deuxiéme des coefficients de f( e;).

Théoréme

Soit f € L(E, F).

X1
Soitx € E.Notons x= | * |lamatrice colonne des coordonnées x dans
x.n
Y1
La base B = (eq, ...,e, ) deE, et f(x) = : la matrice colonne des coordonnées
Yn

I'image de X par f dans une autre base B' = (f4, ..., fn ), alorsona:

F(x) = M x ou M est la matrice représentant f dans les bases B et B'.
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Définition des matrices

Objectif

Définir une matrice, matrice nulle et opposée d’'une matrice

Définition d’'une matrice et somme

On appelle matrice a n lignes et p colonnes a coefficients dans K (K désignant pour nous
soit R soit C, n et p étant des entiers naturels non nuls), un tableau rectangulaire (a n

lignes et p colonnes) contenant np éléments de K. On note un tel objet M = (mij)lsiSn
1<j<p
ou de facon compléte :
mqq; My ... m1p
myq Myy ... mzp

M=

m,; m,, .. m,,
De maniére général, m;; est le terme de la matrice M qui se trouve a l'intersection de la
me [igne et de jiéme colonne.
L'ensemble des matrices a n lignes et p colonnes a coefficients dans K est noté My, ,(K)
Exemples
1. Nous avons vu que l'application linéaire f € £(R3, R3) définie par




f(x,y,z) = (4x — 3y + z, —2x + y — 52z) a pour matrice représentetive

Mar(f) = ( _42 ‘13 _15)

Cette matrice est une matrice a 2 lignes et 3 colonnes donc Mat (f) € M, 3(R).

3 2 -1 1 -1

A=<—1 ~1 2) etB=(, )
2 3 1

A et B sont des matrices carrées car elles comportent les memes nombres de

lignes et de colonnes.

A€ M;3;(R) et Be M,(R).

2. Soitles matrices:

Matrice nulle

On appelle matrice nulle (que I'on note 0, parfois), toute matrice a n lignes et p
colonnes dont tous les coefficients sont nuls.

Exemple

00 0 0 0 O 0 0 0 0 O

Les matrices (0 0) ou (0 0 0 0) ou ( ) ou (0 0 0) sont des
00 0 0 0 O 0 0 O

matrices nulles.

Opposé d’'une matrice

L’opposé d’une matrice A pour I'opération somme est noté —A, il s’agit de la matrice
obtenue en prenant les opposés de tous les termes de la matrice .

Exemple

-1 2 0 1
SiM={ 2 1 -3 1 ]estunematricea 3lignes et4 colonnes.
3 1 2 -1

1 -2 0 -1
Sa matrice opposéeest —-M =|-2 -1 -3 -1
-3 -1 -2 1

Il va de soit que la somme de deux matrices opposées donne la matrice nulle.
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Calcul matriciel : somme de matrices
Objectif

Calculer la somme des matrices

Somme de matrices

Soient A et B deux matrices dans M, ,(K).

La somme des matrices 4 et B estla matrice A+ B =Couc;; =a;;j+b;;.




Exemple
Soit les matrices M et N de M3, (R) définies par:

2 -1 -1 2
M=| 3 1 |]etN=|2 -1
-4 2 4 -1

Déterminons la somme P des matrices M et N.On a:

2—-1 -1+2 1 1
M+N=| 3+2 1-1 |=|5 0] =P

—4+4 2-1 0 1
1 1
Donclamatrice P={5 0 ] estlasomme des matrices M et N
01

Théoreme
(M, (K); +) estun groupe commutatif
Démonstration

Les propriétés des matrices découlent des propriétés de la somme des réels puisque la
somme des coefficients se fait terme a terme.

Les différentes propriétés de I'addition (associativité, commutativité, élément neutre et
élément symétrique) sont évidentes.

Donc (M, (K); +) estun groupe commutatif.

Remarque

[’addition des matrices ne peut s’effectuer que dans l’ensemble considéré. Il n’est pas
possible de faire la somme de 2 matrices ayant des lignes différentes ou des colonnes

différentes.
1 3
Lo (4 1 -1
Ainsi,si A= 2 2 et B = (2 1 1 ), on ne peut pas effectuer leur somme
-1 -2

car A € (M;3(R) .Par contre, si les matrices ont le meme nombre de lignes et le
meme nombre de colonne, on peut effectivement calculer leur somme.

A:(—41 —zz —31) et B= (_21 _11 —zz)

—41_+12 —22_+11 —31+—22):(i —11 —53) ou

A€ (MZ,B(R) et B € (MZ,S(R)'

On obtient A+ B = (

Ainsi il faut souligner que chaque ensemble (M, (K) constitue un groupe,
séparément les uns des autres.
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Calcul matriciel : produit de matrices

Objectif

Définir et calculer le produit des matrices

Produit des matrices

Produit d’'une matrice par un réel

Définition

Le produit d’'une matrice A par un réel A est la matrice notée AA ,obtenue a partir de A
en multipliant chacun de ses coefficients par A. Ainsi, soit :

mq1 Mmyy ... mlp
my1 My, ... mzp

M = _ etAeER ona:
My My ... my,

Amqy Amy, ... Amy,

Amy, Am,, ... Amzp\
AM = '

Am,, Am,;z e ANy,
Propriétés
P1 : le produit par un réel est distributif par rapport a I'addition des matrices :
VAEK,VAB€EM,,(K),A(A+B)=4A+AB.
P2Z.NAEM,,(K), 1LA=A
P3:V(Ap)EK:VAE M, ,(K),A(nA) = ApwA
Théoréme

(Mn’p(]K),, +,. )est un espace vectoriel sur le corps K.

Produit de matrices

Définition

Soit A€ M, ,(K)et B € M, ,(K), alors le produit des deux matrices A et B est la
matriceAX B =C e M,,(K)ouVie{l,..,n},c;=Yh_; dirby;

Exemples




1. Considérons les matrices suivantes :

-1 0
-1 -2 1
a=( ) et B= ( 2 1)
1 1 3 1 0
On constate que € M';3(R) et B € M3,(K) . On peut déja déterminer

I'ensemble auquel appartient le produit A X B.En fait, X B € M ;(K) .

-1 -2 1 1o
Calculonsdoncceproduit.Ona:A=( )etB= 2 1) ona:

1 1 3 1 0o
-1 0
-1 -2 1
AXB= Xl 2 1
&7 (e
(-1X-1D+(-2x2)+(1x1) (-1%x0)+(-2x1)+ (1%0)
((4x—1)+(1><2)+(3><1) (4><0)+(1><1)+(3><0))
AR 0—2+0)
—-4+2+3 0+1+0

1)

2. Calculons le produit A X B sachant que:

1 1 0 0 1 1
A=|-1 0 1 |]etB={1 0 -1
1 -1 -1 0 -1 0

Ona:
1 1 0 0 1 1
A><B=<—1 0 1)(1 0 —1)
1 -1 -1 0O -1 0
1x0)+(1Ax1)+(0x0) 1x1)+@Ax0)+(0x-1) 1Ix1)+(Ax-1)+((0x0)

(-1x0)+(0x1)+(1x0) (-1x1)+(O0x0)+(1x-1) (-1x1D+Ox-1)+(1x—:
AX0)+(-1Xx1D+(-1x0) AXD+(-1x0)+(-1x-1) (Ax1)+(-1x-1)+(-1xI

1 1 0
AXxB=|0 -2 -2

DonchB=(

-1 2 2
SEQUENCE 58
Matrice identité
Objectif
Définir la matrice identité
Définition

On consideére 'ensemble M ,,(KK) des matrices carrées d’'ordrem. On appelle matrice
identité et on notel,, , la matrice dont les seuls termes non nuls sont les coefficients
mijoui=javeci€({l,.. ,n}etje{l,.. n}




1 0 0 0 0
010
0 0 1
Ainsi I, = .
0
: 1 0
0 00 o1
Exemple

Dans M, (R), la matrice (1 O)est la matrice identité.

0 1
On note :I, = ((1) (1))
1 0 0
De méme, dans M3(R),I; =| 0 1 0 |estlamatrice identité.
0 0 1

Remarque

La matrice identité est un élément neutre pour le produit des matrices : VA € M,,, p(k),
I,LA=A1I,=A

Théoreme

L’ensemble (M, ,,(k), +,X) est un anneau

Démonstration

On sait (Mn’p(]k), +) est un groupe commutatif

De plus,on sait qu'il existe un élément neutre pour le produit des matrices
Car VA € M, ,(k), il existe I,, € M, (k), telque I, A = AI, = A.

On vérifie aussi que :

- Laloi X est associative pour dans M (k).
- Eneffet, VA € M,,,(k),VB € M, ,(k)VC € M, (k),Ona:
(AB)C = A(BCO)
- Laloi X est distributive par rapport a I'addition dans I’ensemble des matrices car
VAB,CeM,,(k),ona:A(B+C) =AB + AC
De Méme, on: (A + B)C = AC + BC.
Il s’ensuit donc que (Mp (k), +,><) est un anneau.

Théoréme

Le produit d'une matrice par une matrice nulle (de taille compatible), a gauche comme a
droite, est toujours nul.

Démonstration

Soit A € M, ,(k) et 0,, p la matrice nulle.

0, p estla matrice dont tous les coefficients sont nuls.




Onsait que si A X B = Calors C;j = Y1 @ik byjor si B=0,p
Alorsona: C;j = Yh_ ai.04; =0,Vi€{1,..,n} etvj € {1, ..., p}.
Et puis que Cij = 0V i,Vj alors AX 0,, = 0,

Exemple
0 0 O
Calculons le produit (_21 i) (0 0 0)
0 0 O
2 3 0 0 O
Ona:( )EMzz(R)et 0 0 O EMzg(H{).
-1 1 ’ ’
0 0 O
Le produit des deux matrice sera une matrice appartenant a M, 3(R).
Onadonc:
0 0 O
(2 3) 0 0 0 :( 2Xx0+3x0 2x0+3x0 2x0+3x0 ):
-1 1 0 0 0 -1xXx0+1%x0 —1x0+1x0 —1x0+1x0
0 0 O
0 0 0}
0 0 O
SEQUENCE 59
Transposée d’une matrice
Objectif

Définir la transposée d’'une matrice.

Définition

Soit A la matrice de My, , (k).

La transposée de la matrice A est la matrice M € M, ,(Kk) ou

mj; = a;; sachant que lesmy; sont les coefficient de la matrice M eta;; ceux de la

matrice A.
La transposée de la matrice A se notet,.

Exemple
2 3 —1)

Considérons la matrice A =(_1 2 1

2 -1
Onadonc:t; =| 3 2
-1 1

On constate que les lignes de A sont les colonnes de t,4 et les colonnes de A sont les
lignes de t4

Propriétés
La transposition des matrices vérifie les propriétés suivantes :

1. t(tA) = A




2. tiayp) =tastp
3. t(lA) = A tA.
4. VC € My, (K), tiae) = teta

Exemple
1 1 -1
1. Soit A la matrice| 2 0 1 )
-1 -1 2

1 2 -1
Ona:ty=( 1 0 -1 |etonconstateque ty,=A.

-1 1 2
1 -1 0 2 0 1
2. SoitA = 0 1 —-1)JetB={1 -1 -1
-1 0 1 -1 0 1

Calculons AB. Ona:

1 -1 0 2 0 1
AXB=|0 1 -1 1 -1 -1
-1 0 1 -1 0 1

1 2 -3
Ettapn=(1 -1 0

1 1 2
1 -1 -2
-3 0 0

2 -2 0

1 0o -1 2 1 -1
OrtA:(_l 1 0>,t13=<0 -1 0>et

o -1 1 1 -1 1

2 1 -1\/1 0 -1 1 2 -3
tgta=(0 -1 o |[-1 1 o ])=(1 -1 o
1 -1 1/\0 -1 1 2 -2 0

On vérifie bien que t4 gy = tg X ty
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Matrices symétriques et antisymétriques

Objectif

Définir des matrices symétriques et antisymétriques.

Définition de la matrice symétrique et de la matrice antisymétrique

Une matrice A € M, (K) est dite symétrique sity, = A c’est-d-diresi V i,j €
{1,..,n}, a;; = aj;

Une matrice est dite antisymétrique si t; = —A

Exemple

4 3 -2
1. considérons la matrice carrée d’ordre 3 suivante: A = ( 3 1 —1>
-2 -1 0




4 3 -2

déterminons t, .Ona:t, = < 3 1 —1) et on constate A = t4 donc A est une
-2 -1 0

matrice symétrique.

0 3 2
2. Soitla matrice carrée d’ordre 3 suivante: A = <3 0 2)

2 -2 0
0 -3 -2 0 3 2
Déterminons t, .Ona:ty = (3 0 2 ) ort, = <—3 0 —2)
2 -2 0 -2 2 0
Doncty = —A

La matrice A est donc antisymétrique.

SEQUENCE 61
Inversion de matrice
Objectif

Définir I'inverse d’une matrice.

Définition
Une matrice carrée A € M, (k) est inversible s'il existe une matrice BE M,,(k)telle que
AB =BA=1,.
La matrice B est alors notée A~1 et on I'appelle matrice inverse de la matrice A.
L’ensemble des matrices inversible d’ordre n se note GL,, (k).
Remarque
1. Lanotion d’invisibilité des matrices n’a de sens que pour les matrices carrées.
2. L’inverse d’'une matrice, quand il existe, est unique.
3. L'inverse de la matrice I,, est I, elle-méme.
4. Toute matrice inversible est encore dite matrice réguliére
Et lorsqu’une matrice n’a pas d'inverse, elle est dite irréguliere ou singuliére.
Pour Trouver 'inverse d’'une matrice donnée, on peut utiliser la définition pour
trouver les coefficients de la matrice cherchée. Cependant, ce procédé est tres
rudimentaire.
On va en donner un exemple pour la matrice carrée d’ordre 2.

Considérons donc la matrice 4 = (2 1

3 2) et déterminons la matrice inverseA™1.

X z
Supposons que A~1 = (y t)'

Elle est inversede Asiona:A.A"! = I,.0r




2x+y=1
A_A_lz(z 1)(x Z):( 2x+yzz+t)etA.A‘1:IZ<:> 3y+2y=0(:)

3 2/\y t 3x+2Y 3z+ 2t 2z+t=0

3z+t=1

2x+y=1 y=1-2x —x =-2 x=2

3y+2y=0_ )3x+2(1-2x)=0 _ Jy=1-2x ;. )y=-3

t=-2z z=-1 t=2 z=-1

3z—-4z=1 t=2 z=-1 t=2
b a1 (2 -1
dou A —(_3 2).

On vérifie que :

an= (3 ) (% )=
2x2)+(1x-3) x-1D+2x1\_/1 0\ _
((3><2)+(2x—3) (3x1)+2xz>_(0 1)—12.

Il faut savoir que d’autres méthodes de calcul d’'inverse de matrices, plus efficaces,
existent, mais elles seront étudiées plus tard car nécessitant d’autres notions.
Propriétés

P1.Si A estinversible, alors A aussietona: (4" 1)1 = A.

P2. Si A et B sont deux matrices de M,,(kk), inversibles alors le produit AB est inversible
et(AB)"'=B"1.471

P3.Si A, B € M, (k) vérifient AB = I alors A et B sont inversibles et inverses I'une de
I'autre

SEQUENCE 62
Déterminant d’'une matrice
Objectif
Calculer le déterminant d’'une matrice
Définition

o SoitM = (‘C‘ Z
det(M) = ad — bc

) € M, (K), on appelle déterminant de M la constante :

a b c
e SoitM = (d e f) € M 3(K), on appelle déterminant de M la constante :

g h i

det(M) = aei + bfg + adh — afh — bdi — ceg

On le note :
a b c

dettM) =|d e f|=aei+ bfg+ adh— afh— bdi— ceg
g h i

Exemple




2 1
-1 —4)'
Déterminons le déterminant de A.On a :det(4) = |_21 _14_| = (2 X (—4)) —

((-1) x1)
Doncdet(4d) =-8+1=-7

1. Considérons la matrice carrée A = (

1 2 0
2. Soitla matrice carrée d’ordre 3 suivante: 4 = < 0 1 —1)
-1 -2 3

Déterminons det(4).0Ona:

1 2 o0
det()=|0 1 —-1/=(1x1x3)+@2x(=1)x(=1))+(0x0x(=2))—
-1 -2 3

(1x(-1)%x(-2))—(2%x0x3)—(0x1x(-1))
Doncdet(4d) =34+24+0-2-0-0=5-2=3
On a alors det(4) = 3

Ce calcul s’obtient plus facilement lorsqu’on utilise la notation des matrices carrées
d’ordre 2 pour calculer le déterminant de la matrice carrée d’ordre 3.

Ainsi on pose :

a b c
soin=[i & -axly [lonxly sl ] -we-rm-
g h i h i g i g

b(di—fg) + c(dh —eg)
Ce qui donne le résultat exprimé ci-haut.
Théoreme

Une matrice M est inversible si et seulement si son déterminant est non nul. Cette
propriété est fondamentale quand on travaille dans I'’ensemble des matrices. En effet,
elle constitue la condition essentielle permettant de justifier de I'inversibilité des
matrices.

SEQUENCE 63

Inverse d’une matrice et déterminant
Objectif

Calculer l'inverse d’'une matrice

N B : Nous admettons ce théoréeme pour les matrices inversibles d’ordre 2.
Théoreme

SoitA = (Z b) une matrice carrée d’ordre 2.

d




Si det(4) = ad — bc # 0 alors la matrice est inversible et ona =1 = — ( d _b)
detd) \—¢  a

Si det(A) = ad — bc = 0, alors la matrice est singuliére.
Ce théoreme constitue un outil de détermination rapide et efficace de la matrice inverse
d’une matrice donnée.

Exemple
. . 5 _3 . 7 )
SoitA = (_1 9 ) une matrice carrée d’ordre 2
Déterminons la matrice inverse
(5 -3 15 =3|_ _((_ _ — —
CommeAd= (> ) alors det@) =|> ’|=(6x2)-((-3)x(-1) =10
3=7

On a donc det(4) = 7 # 0 donc la matrice A est bien inversible et on détermine son
inverse en utilisant le théoréme ci-haut énoncé.On a:

A= 1 (4 -by_12 3)=<2/7 3/7)
detH\—c a 7\1 § 1 /7 5 /7
Faisons la vérification en calculant 4. A~1

. -(5 _3) 2/7 3/7 _ 10/7_3/7 15/7_15/7 _ 7/7 0 _
na: 0 7/7

( )
0 1

On vérifie bien que A.A™ = I, donc A™! = <

2/7 3/7>
1/7 5/7
Lecons de la compétence de base 3 du troisiéme trimestre

Lecon : géométrie de I'espace
SEQUENCE 64

Orientation de I'espace

Objectif
Orienter 'espace
Regle du bonhomme d’Ampére

Définition
01,], 72) est un repére de I'espace de I'espace.
Notonsi = OA ; j= OBet k= OC.

Imaginons un personnage appelé bonhomme d’Ampére placé le long de la droite (OC),
les pieds en 0, Ia téte du coté de C en regardant vers A.




Lorsque B est a gauche du bonhomme d’Ampére, on dit que le repére (0,1, ], E).

Orienter l'espace, c’est distinguer deux types de repére : les repéres directs et
ceux qui ne le sont pas. Ces derniers sont appelés des repéres indirects.

On dit que la base (1,], E) est direct pour indiquer que pour tout point 0, le
repére (0,1,], E) est direct.

Lorsque (0,1, ], E) est un repére orthonormé direct, alors et cela se vérifie
aisément avec un bonhomme d’Ampére que les repéres (0, ], E, 1) et (0,
ki J )sont aussi directs.

Par contre, les repéres (0,1, ﬁ,f ), (0], 1, 72) et (0, E J, U)sont indirects.

Remarques

— Permuter deux vecteurs d'une base change son orientation : les bases (7, J, k)

et

Nt E) sont de sens contraires.

Permuter de facon circulaire les trois vecteurs d’'une base ne change pas son
orientation : les bases (7,7, E), qd, k, 1)et (l‘c), 1,]) sont de méme sens.
Remplacer un vecteur d'une base par son opposé change son orientation : les

bases (1,],k) et (—i,J, k) sont de sens contraires alors que les bases (7], k)
et

—

(-1, —J, k) sont de méme sens.

SEQUENCE 65

Orientation d’un plan de I'espace et produit vectoriel

Objectif

Orienter un plan de I'espace et définir le produit vectoriel
Plan orienté

L’espace (E) étant orienté, on peut définir une orientation de tout plan de (E ).

(P) est un plan de l'espace (E ), de repére (0,1,7) etk un vecteur normal P).

On convient que (0,1,] ) est un repére direct de (P) si (0,1,] , k) est un repére direct




de (E).
Un plan est donc orienté par le choix d’un de ses vecteurs normaux.

~

OF >
T

Produit vectoriel de deux vecteurs
Définition

U etV sont deux vecteurs de I'espace orienté, A, B et C trois points tels que U = AB,V
=AC.
On appelle produit vectoriel de i parv le vecteur noté U A v ainsi défini :
— il etV sont colinéaires, WA ¥ =0 ;
— siU etV ne sont pas colinéaires,
le vecteur U A U est orthogonal au etv (direction) ;
(L, V, U A V) est une base directe (sens) ;
li A || =||ul| x |[¥|| X sin BAC (norme).

UN U selit: «U vectorielV ».
Remarques

— — — — — —

— Pourtoutvecteurd, UA U=0,UN 0=0et0OAU=0.

— Si U etV sont deux vecteurs orthogonaux et unitaires, alors (i ,V,U A V) est une
base orthonormeée directe .

Exemple

(O, ?,fjé) étant une base orthonormée directe,ona: 7 A f=E;f/\ k=1:kA i=j;jA 1

SEQUENCE 66

Propriétés du produit vectoriel
Objectif
Utiliser les propriétés du produit vectoriel




Propriétés
1) Pour tous vecteursu etv, U\ U =0 si et seulement sili etV sont colinéaires.
2) Pour tous vecteursu, U etw, pour tout nombre réel k, on a :
e UNV=-VAU);,
e UAN(V+W)=UATV+UANW,
o (K)AD =AMV =k(UNTD),
e U+ TV)AW=UAWL+VAW.

Expression analytique du produit vectoriel dans une base orthonormée directe

(i, E) étant une base orthonormée directe, considérons les vecteursu etv de
X x'

coordonnées respectives (y) et (y’).
z z'

Les propriétés précédentes permettent d’écrire :

UNv =(xT+ yf+zTé) A(XT+YT+ Z'T())

= (yz' — zy )i +(zx' — xz")j + (xy' — yx’)z.

Propriété

> > 7 s < . ; 4
(1,], k) étant une base orthonormée directe, considérons les vecteursu etv de

X x'
coordonnées respectives (y) et (y’ >
!

z z
yzl _ Zyl
Les coordonnées du vecteuru A V dans la base (1,],k) sont :| zx' — xz'
xy —yx'

Remarque
La notation a I'aide des déterminants permet une mémorisation plus aisée :

1)
“ly Y

!

|y y.|z z'
z 7

— — 7
uAva pour coordonnées : ( ,
X X

Exemples

2 -2
1) On considére les vecteurs u <—1) etv ( 1 )
1 -3
|—1 1
1 -3

_|1 -3
" 12

_|z -2
-1

c'est-a-dire
)

U A U apour coordonnées : (

2
queu A V|4
0




Remarque

Pour démontrer que trois points A, B et C sont alignés, on peut démontrer que

—_—  ——

AB A AC = 0.

SEQUENCE 67

Les applications du produit vectoriel

Objectif

Utiliser le produit vectoriel pour déterminer I'équation d'un plan

N B : L'espace (E ) est muni d’'un repére orthonormé direct (O, 7,7, E).

Equation d’un plan déterminé par trois points

Vérifions que les points A(-1, 1,3); B(2, 1, 0) et C(4, -1, 5) définissent un plan dont on
déterminera une équation.

_ (3 . 5
En effetAB( 0 |etAC| -2 .
-3 2

Ainsi, AB A AC a pour coordonnées : (|_03 _22|; _33 é ; |g _52|) c’est-a-dire que
—6

AB A AC (—21>.
—6

Les points A, B et C ne sont donc pas alignés et définissent un plan (ABC) dont un

-6
vecteur normal est AB A AC de coordonnées (—2 1).
-6

Une équation cartésienne du plan (ABC) est: —6x— 21y — 6z + d = Oou dest un nombre
réel a déterminer.

Or le point A(—-1, 1, 3) appartient au plan (ABC) c’est-a-dire que
—6x(—1)-21x1- 6x3+d=0=d=33.

Une équation du plan (ABC) est —6x—21y -6z +33 =0
ouzx+7y+2z—-11=0.

Méthode

Pour trouver une équation d’'un plan passant par trois points donnés A, B et C, il suffit de

déterminer les coordonnées (a, b, ¢) du vecteur AB A AC normal au plan (ABC). Une




équation du plan (ABC) est alors ax + by + cz + d = 0 ou d est un nombre réel a
déterminer.

On trouve le nombre réel d en écrivant par exemple A appartient a (ABC).

SEQUENCE 68

Les applications du produit vectoriel

Objectif

Utiliser le produit vectoriel pour déterminer la position relative de deux plans
Position relative de deux plans

On considére le plan (P) d’équation x +4y + 2z— 1= Oetle plan (P’) passant par
2
A(-1, 0,1) et de vecteur normal t_i( 1 )
-3
1) Démontrer que les plans (P) et (P") sont perpendiculaires.

2) Vérifier que A est un point de (P) et déterminer une représentation paramétrique
de la droite (D), intersection de (P) et (P’).

Solution
1) Onsait que le plan (P) d’équation x +4y + 2z — 1= 0 a pour vecteur normal
n <1> et le plan (P") a pour vecteur normal ﬁ( i >
2 -3
(P) est perpendiculaire a (P) si et seulement si .U = 0.
Ainsi,2x1+1x4+ (— 3) x 2=0donc, les plans (P) et (P’) sont perpendiculaires.

2) Vérifions que A(-1, 0,1) estun pointde (P). Eneffet,-1+4x0+2x1-1=
0 donc A appartient a (P).
Déterminons une représentation paramétrique de la droite (D) intersection de
(P) et (P").

En effet, le vecteur 1 A U normal 371 et 3 U a pour coordonnées
-14
(|4 1 |; |2 -3|. 1 2 )c'est-é-dire 7 )
2 -31"11 2 4 1

-7
7 A U est un vecteur directeur de la droite (D) intersection de (P) et (P").

)




x=-1-241
Une représentation paramétrique de (D) est: y=4 (AeR)
z=1- 1
Méthode

Pour étudier la position relative de deux plans (P) et (P’), on peut déterminer deux

—

vecteurs 7 et a n’ respectivement normaux a (P) et a (P").

e Sile produit vectoriel T A n est égal au vecteur nul, alors les plans (P) et (P")
sont paralléles.

e Sile produit vectoriel m A n’ est différent du vecteur nul, alors les plans (P) et

_ —_—
(P") sont sécants suivant une droite dont un vecteur directeur estm A n'.

Si de plus, le produit scalaire 10 = 0, (P) et (P") sont perpendiculaires.

SEQUENCE 69
Les applications du produit vectoriel

Objectif

Utiliser le produit vectoriel pour déterminer la distance d’un point a une droite ou a un
plan

Distance d'un point a une droite, a un plan

(D) est une droite de repére (A, ¥), M un point de I'espace et H son projeté orthogonal
sur (D). Démontrer que : MH = W

Application 1
On donne les points A(0, 3,-1);B(1, 4,0)etM(1, —-1,1).
1) Calculer la distance du point M a la droite (AB).
2) (P) estun plan de repére (A, U, ¥), M un point de I'espace et K son projeté
[MA. Gi A D)
llu A 9l

3) On donne les points C(— 2, 2, 0). Calculer la distance du point M au plan (ABC).

orthogonal sur (P). Démontrer que : MK =

Solution

1) Eneffet, MA A W= (MH + HA) A U

—

=MH A i+HA A
Or HA et 1 sont colinéaires, c’est-a-dire que HA A U= 0.
DoncMA A Wi=MH A .
De plus MH et 1 étant orthogonaux, ||ﬁ17 A U||=MH x|[dll.

1774 7 3]

(]

On en déduit que MH =




La distance de M a la droite (AB) estd = _”Ml‘l"%‘ﬁ‘?”

1 -1
Orﬁ(l) etW( 4 > Donc le vecteur MA A ﬁnormaléﬁ’etéﬁapour

1 -2
coordonnées (|_42 i ; |:§ i ; |:1_1 i ) c’est-a-dire <_—651>
V62 V186

On en déduit que d = B

1 -2
2) En effet, AB <1> et AC (—1) ; doncAB A ACa pour

1 1
2
coordonnées (|1 _11 ; |1 _12 : i j )c'esté dire ( —3) et les points A, B
1

et C définissent un plan.
La distance de M au plan (ABC) estd’ = w
|[AB A AC]||
-1

2
A a5 A AR ) ,_l-2-12-2| _ 16 _8
Or MA ( 42) etAB A AC < —13) ;doncd’ = T T 7\/14_

Remarque

Lorsque le plan (P) est donné par son équation cartésienne ax + by +cz +d =0,
a

on peut remplacer dans le raisonnement précédentd A v parn ( b> tous deux
c

normaux a (P).

|axo+b yo+ czg +d|

On retrouve donc MK =
VaZ+ b2+ ¢2
SEQUENCE 70
Les applications du produit vectoriel
Objectif

Utiliser le produit vectoriel pour déterminer I'aire d’un triangle ou I'aire d'un
parallélogramme

Aire d’'un triangle, aire d'un parallélogramme
— ABC est un triangle.

Notons AB = cet AC = b.Si S est I'aire de ce triangle , on a établi en classe de

Premiere que S = % bcsin BAC.




On remarque que bcsin BAC :||ﬁ|| X ||ﬂ')|| x sin BAC :||ﬁ A R”

Donc S =%||ﬁ A ﬂ‘)”

— ABCD est un parallélogramme.
L’aire du parallélogramme ABCD est le double du triangle ABD.
Donc aire(ABCD) = ||A—§ A R”

B C

y Vg

SEQUENCE 71

Projections
Objectif
Définir une projection et utiliser ses propriétés
Définition 1
— (P) estun plan de I'espace (E) et (D) une droite non paralléle a (P).

On appelle projection sur (P) parallélement a (D)!l'application p de l'espace (E ) dans
lui-méme qui a tout point M associe M, point intersection de (P) avec la paralléle a
(D) passant par M.

M’ est appelé le point projeté de M sur le plan (P) parallélement a la droite (D).
s

\

. SRR M’ € ()
Ona:pM)=M & {(MM’)//(A]'
, M e (P
OnapM)=M& {(MM’) /(/ )(D)'

Remarque




Si (D) L (P), p estla projection orthogonale sur (P) et M’ est le projeté orthogonal de M
sur (P).

Propriété
p est une projection sur un plan (P) parallélement a une droite (D).

— L’image de I'espace (E ) par p est (P).

— L’ensemble des antécédents par p d’un point M’ de (P) est la paralléle a (D)
passant par M.

— L’ensemble des points invariants par p est (P).

Définition 2
— (D) est une droite de l'espace (E ) et (P) un plan non paralléle a (D).

On appelle projection sur (D) parallélement a (P), I'application q de I'espace (E )
dans lui-méme qui a tout point M associe M, point intersection de (D) avec la
paralléle a (P) passant par M.

M’ est appelé le point projeté de M sur la droite (D) parallélement au plan (P).

’ - A M’ € (D)
Ona:qM)=M & {(MM’)//(I’I)'

. ( MeD)
0nap(M):M<:){(MM,) /] (P)

Remarque

Si (P) L (D), q est la projection orthogonale sur (D) et M’ est le projeté orthogonal de M
sur (D).
Propriété
q est une projection sur une droite (D) parallélement d un plan (P).
— L’image de I'espace (E) par q est (D).

— L’ensemble des antécédents par q d’un point M’ de (D) est le plan paralléle a (P)
passant par M.

— L’ensemble des points invariants par p est (D).




SEQUENCE 72
Utilisation des propriétés des projections
Objectif

Utiliser les propriétés des projections pour démontrer la conservation du coefficient de
colinéarité

Conservation du coefficient de colinéarité

Propriété

A, B et C étant trois points de I'espace (E ) d’images respectives A, B’ et C'par une
projection, s’il existe un nombre réel k tel que AC=FkAB alorsona:AC=kAB.
Remarques

A, B, C, D et étant des points de I'espace (E) d’'images respectives A’, B’, C’, D’ et I’ par
une projection,

— silestle milieu de [AB], alors I’ est le milieu de [A'B'] ;

— si ABCD est un parallélogramme, alors A'B’C’'D’ est un parallélogramme.
Conséquence
Toute projection de l'espace est une application affine.
Remarques

Toute projection de I'espace (E ) admet une application linéaire associée appelée
projection vectorielle.

— Sip estla projection sur un plan de vecteurs directeurs U et ¥, parallélement a
une droite de vecteur directeur w alors 'application linéaire associée est
I'application ¢ du plan dans le plan telle que @ (W) =u; () =V ; (W) = 0.

— Siqestlaprojection sur une droite de vecteur directeur u, parallélement a un
plan de vecteurs directeurs ¥ et w alors 'application linéaire associée est

I'application y du plan dans le plan telle que y (%) = % ;y(¥) = 0 ; y(W) = 0.

SEQUENCE 73

Utilisations des projections pour déterminer I'image d’une droite, d’un plan




Objectif

Déterminer I'image d'une droite ou d'un plan par une projection
Image d'une droite, d'un plan

Propriétés

1) pestune projection, (AB) une droite, A’ et B’ les images respectives de A et B par p.
— SiA’# B, I'image de (AB) par p est la droite (A'B’).
— SiA’= B, Iimage de (AB) par p est le singleton {A'}.

Remarque

— L'image d'un segment [AB] est le segment [A'B’]ou le singleton {A4}.
— L’image d’'une demi-droite [AB) est la demi-droite [A’B").
2) Pestune projection, (AB) et (CD) deux droites paralléles.
Silimage par p est une droite (A’B’), alors l'image par p de la droite (CD) est une
droite (C’D’) paralléle a (A'B’).

3) p étant une projection sur un plan (P) parallélement a une droite (D), I'image par p
d’un plan paralléle a (D) est la droite d’intersection de ce plan avec (P).

Remarque
L’image par p d'un plan non paralléle a (D) est le plan (P).

4) p étant une projection sur une droite (D) parallélement a un plan (P), I'image par q
d’un plan paralléle a (P) est la droite d’intersection de ce plan avec (P).

Remarque

L’image par q d'un plan non paralléle a (P) est la droite (D).




SEQUENCE 74

Expression analytique d’une projection
Objectif

Donner I'expression analytique d’une projection

NB : on ne donne I'expression analytique d'une projection que dans les cas particuliers
ou le plan (ou la droite) de projection et la direction de projection sont paralléles aux

plans ou axes du repére (0, I, , k).

Propriétés

1) L’espace étant muni d’un repére (0, 1, ], E), I'expression analytique de la
projection sur le plan (P) d’équation z = ¢ parallelement a une droite (D) de

Ed x, = x
vecteur directeur kest: |y’ =y
zZ = c

Démonstration

p estla projection sur un plan (P) d’équation z = ¢ paralléelement a une droite de

—
vecteur directeur k.

x
Soit M, un point de I'espace (E ) de coordonnées <y> et M’son image par p de
z
xl
coordonnées | y' |.
ZI
Ona:M e (P)e 2z’ =c¢;
X —x=0
MM’ D)e
MM // D) e (5,72




2) L'espace étant muni d’un repére (O, 1, ], ﬁ), l'expression analytique de la

x=a
projection sur la droite (D) de systéme d’équations {y —p parallélement a un

X' =a
plan (P) de vecteurs directeurst ety est:{y' = b
zZ'=1z

Exercice d’entrainement de la compétence de base 1 du troisieme trimestre
Exercice 1

Déterminer une primitive sur I de chacune des fonctions suivantes :

3

a) f:rx— cosxxsinxsurl =NR;

+1
b) f:x— (x2x+2x)4 surl=10;+o[;
X
) f.XHm surl=1]-1;1[;
d) f:x— —cos(2x + )
e) f:x+— x> sin3x xcos*x surR.

Exercice 2

Démontrerque:Vxe[1;+ o[, Inx<x+ 1.
Exercice 3

Calculer les intégrales suivantes :

¢ [1(t+2t+3)ar

d) [HG=)dx

e) [i(cosx es™)dx

0 t
D 1 st

g) [Ztcostdt.
h) [ sinte'd:.

. e3Int
1) fl le'

e




j) Ji(cos*x sinx + 3sin’x )dx.
K) [34cos?x - 2sin*x)dx
6

1 1
D Jy it

Exercice 4

Le plan étant muni d’un repére orthonormé (O ; ;) d’unité graphique 1cm, on donne la
3—xsix <0
fonction fdéfinie par: fix)=4 2x+3si0<x <1
x*+3x+1six =1
a) Justifier que la fonction fest continue sur R.
b) Tracer la courbe (C) représentative de fdans le repére (O ; T; ).
c) Calculer la valeur exacte de I'aire en cm? du domaine délimité par la courbe (C),
I’axe des abscisses et les droites d’équations x=—4
etx=1.

Exercice 5

On donne la fonction fdéfinie sur R par f{(x) =x + 1 + 3e™* et on désigne par (C) sa
courbe représentative dans un repére orthonormé (O ; 7;J) du plan d’unité graphique
2cm.

a) Déterminer la limite de fen — o et en + oo.

b) Dresser le tableau de variation de fsur R.

c) Tracer la courbe (C) etla droite (D) d’équation y =x + 1.

d) Soit aun réel strictement positif. Calculer en cm?2 I'aire A(a) de la partie du plan
comprise entre la courbe (C), la droite (D) et les droites d’équations x = Oet x =
a.L’aire A(a) admet - elle une limite quand a tend vers + o ? Si oui, calculer cette
limite.

Exercice 6

a) Résoudre sur R I'équation différentielle (E) : y” + 4y’ + 4y = 0.

b) Déterminer les nombres réels a et b pour que la fonction gdéfinie par g(x) = ax +
b soit solution de I'équation différentielle (E") : y” + 4y’ + 4y = —4x.

c¢) Démontrer qu'une fonction fest solution de (E) si et seulement si la fonction £~g
est solution de (E).

d) En déduire la solution fsur R de (E’) telle que f(0) = 2 et f'(0) = —2.

Exercice 7




Partie A
On considére I'équation différentielle (E): y' — 2y = xe*
1) a) Montrer que la fonction g definie sur R par:g(x) = (ax + b)e* est solution de

(E) si et seulement si, pour tout x réel, —ax+a—b = x.
b) Déterminer a etb.

2) Donner I'ensemble des solutions de I'équation différentielle (Ey): y' —2y = 0;

3) Montrer qu'une fonction f definie sur R est solution de (E) si et seulement si f — g
est solution de (Eg). En déduire I’ensemble des solutions de (E).

4) Déterminer la solution de I’équation (E) qui s’annule en 0.

Partie B : Etude d’une fonction auxiliaire
Soit h definie sur R par: h(x) = 2e* — x — 2.

1) Calculer lalimite de hen +o et en —oo ;

2) Etudier le sens de variation de h et dresser son tableau de variation ;

3) a) Montrer que I'équation h(x) = 0a exactement deux solutions réelles ;
b) Vérifier que 0 est 'une de ces solutions ;
c) L’autre solution est appelée a. Montrer que —1,6 < a¢ < —1,5;
d) Déduire de ce qui précede le signe de h.

Partie C
On consideére la fonction ¢ définie sur R par ¢@(x) = e?* — (x + 1)e*

1) Déterminer la limite de ¢ en +o0 et en —0 ;

2) Calculer ¢@'(x) et montrer que ¢’ est du signe de h sur R;

3) En déduire le tableau de variation de ¢ sur R ;

a’+2a
4

5) Construire (C(p) dans un repére orthonormé.

4) Montrer que @(a) = — et en déduire un encadrement de ¢@(a) ;

Exercices types de la compétence de base 1 du troisieme trimestre et corrigés
Enoncé 1

Calculer :
3) folxzdx
4) f(;{costdt
5) f(;%sinzxdx
6) félsinxldx
2

7) [ nxdx

0 t
8) f—l\/ﬁdt




9) J2(cosx sinx + 3 sin’x)dx.

10) J3:( cos®x — 2sin*x)dx

6

Solution

Calculons :

1 9, [« 1_1
1) fox dx—[?]o—g
V2
2

1-cos2x
> )dx

2) [fcostdt=[sinx]}=

3) [¢sin*xdx = [X(
=1f£dx—lfgcos2xdx
zJ0 20

s

_1 %_1[1- !
_z[t]O 22sm2x0

4) [Z]sinx|dx = f—_qr(—sinx)dx+f05sinxdx:2
2 2
2

5 J; lnxdx

Posons f(x) =Inxetg' (x) = 1alors f'(x) = % etg(x) =x. Comme f' et g sont

continues sur [1; 2], flzfg’(x) dy=[lnxxx1% - flz gf (x) dx

21
=2In2 - [~ x x dx

=2In2-[x 13
=2In2- 1
6) [ ——adt
~1Vzees

Posons u =2t + 3;ona: du=2dtdonc dt = %du.

Deplus,sit=—ZLu=1etsit=0u=3.
e (3u3,1
1V2e43 Y1 2yu’ 2
1,3 3
=2k (‘/E - Tﬁ) du
1[2 3
=3 [uva - 6],
=§ - V3
7) On sait que pour tout xréel, cos3x sinx + 3sin3x = sinx(cos®x + 3sin’x)
= sinx(cos3x + 3(1-cos*x ).

On en déduit que [° du

N3

kil 4
il . . — cos*x
Ji(cos’x sinx + 3sin’x)dx = [T + cos3x — 3cosx]
0




1-cos2x
2

8) En effet, pour tout x élément de R, cos?x =

. 4 eix _e—ix 4
sin'x = (—)
2i
1 e4-ix+ e—4-ix eZix+ e—Zix
== —4 +3
8 2 2 )

C . , , -1 3 1
Ainsi, pour tout x réel, cos’x — 2sin*x = — €os 4x + 2 cos2x — "

V4 s
z . =~ -1 3 1
11) P2(cos?x — 2sin*x)dx= [3.(—cos 4x + cos2x —7)
6 6
K
— sindx 3 . x|3
= [— + =sin2x — —]i
16 4 4=z
6
_-3V3 =
T4 8

Enoncé 2

L'unité graphique est 2cm sur chaque axe.

Calculer en cm? I'aire de 'ensemble D des points M(x, y) tels que :
_T”stg et0< y<cosx

Solution

L'unité graphique est 2cm sur chaque axe.

Calculons en cm? I'aire de 'ensemble D des points M(x, y) tels que :

_T”S)(Sfetos y < cos x.

. . . . g -
On sait que la fonction cosinus est continue et positive sur [ - 7]

T T
Ona: [%, cosx dx = [sinx]? .= 2.
2 2

L’unité d’aire étant 2 cm x 2cm = 4 cm?.
L’aire de I'ensemble D cherchée est: 2 x 4 em? = 8 cm?.
Enoncé 3

Un corps est laché, avec une vitesse initiale nulle a I'instant £, = 0, d’'une hauteur h =

1000 m et est soumis a 'accélération de la pesanteur g = 9,8 m. s~2.

1) Déterminer la distance que ce corps aura parcourue apres 5 secondes de chute :
2) Déterminer l'instant T (en secondes) ou ce corps touche le sol.

Solution

Un corps est laché, avec une vitesse initiale nulle a I'instant £, = 0, d’'une hauteur h =

1000 m et est soumis a I'accélération de la pesanteur g = 9,8 m. s~2.




1) Déterminons la distance que ce corps aura parcourue apres 5 secondes de chute :
5
d= [ [gtldt

5
= [1 tz

=122,5m
2) Déterminons I'instant T (en secondes) ou ce corps touche le sol.

Ona [ [gtldt = 1000 & [1 tZ]T = 1000
& 2 gT? =1000
& T=143s
Enoncé 4

Démontrerque:V xe [1;4+ o[, Inx<x+ 1.

Solution

Démontronsque:V xe [1;+ o[, /Inx<x+ 1.
Eneffet,‘v’te[l;+oo[%<1 doncf dt<f dt

C'est-a-dire que Inx <x-Isur[1l;+ o[.

Enoncé 5

a

c) Déterminer deuxréelsaetb telsqueVie R\ {— 1,2}, =—— t2 ——~mt %.

d) Calculerf o 2dt

Solution
a) Déterminons deux réelsa et b tels que V¢t e R\{ 1,2}, t2 s %+£.
_ a+b=0
EneffetV xe R\ {— 1,2}, t2t2 m+ { 2a+h =1
a= -
= 2
b=

b) Calculons folﬁdt.

En effet la fonction #+— est continue sur [0; 1] et

t2—t-2

1 1 1 1
fo tz_t_zdt_f (- 3(t+1) + 3(t—2))dt

=25l

= ——ln 2.
3




Enoncé 6
Calculer I'aire du domaine D délimité par les courbes représentatives des fonctions

x2

() =x,;8(x) =~ et h(x) ="

Solution

Calculons I'aire du domaine D délimité par les courbes représentatives des fonctions £{x)

1 x?
=x,g(x) == et h(x) =3

J

(¢]
7

Le domaine D peut étre partagé en deux domaines Dy et D,.Ona:

1

1 x2 x2 x3 11

Di=[ (x—=)dx=|=-=| ==

1= Jo 8 2 24lg 24
2

Dy =} (2~ D)ax=tnx - g]l =2 - L.

7
24

Finalement,D =D + D, =D et D= % + /n2 —
D=/n2 +3

Enoncé 7

Résoudre sur R I’équation différentielle y”—4y = 0.

Solution

Résolvons sur R I'équation différentielle y”—4y = 0.

En effet, les solutions sur R de I’équation différentielle y”— 4y = 0 sont les fonctions :

x—Ae** + Be"**(A e R, B €R).

Enoncé 8

Résoudre sur R I'équation différentielle y” + 716y = 0.

Solution
Résolvons sur R I'équation différentielle y” + 76y = 0.
En effet, les solutions sur R de I’équation différentielle y”+ 16y = 0 sont les fonctions :

x+— Acos4x + Bsin4x(A € R, B € R).




Enoncé 9
Résoudre sur R les équations différentielles suivantes :
1) Zy’-6y’'-8y=20
2) y'+ 4y +4y=20
3) y”’—4y’+ 5y = Opuis déterminer la fonction gsolution de y”— 4y’ + 5y = Otelle
que g(0) =0et g’(0) = 1.
Solution

1) 2y"-6y'-8y=0

Une équation caractéristique de 2y - 6y’- 8y =Oest: 1> —6r —8 =0
Soit 72 — 3r — 4 = 0. On obtient deux racines réelles - 1 et 4.

Une solution de I'’équation différentielle 2y” - 6y’ - 8y = 0 est y = Ae™™ + Be** ou
A et B sont deux reels.

2) y'+ 4y +4y=20
Une équation caractéristique de y” +4y’ +4y = Oest: 1> + 4r + 4 = 0
On obtient (r + 2)(r + 2) = 0 donc une racine réelle - 2.

Une solution de I'’équation différentielle y” +4y’ +4y = Oest y =e ?* (4 + Bx)ou A et B
sont deux réels.

3) y'—-4y’ +5y=0

Une équation caractéristique de y”— 4y’ +5y = Oest: 1> —4r +5 =0

On obtient donc deux racines complexes r=2+ietr =2 —i.

Une solution de I'’équation différentielle y”— 4y’ +5y = Oest y =e?** (Acosx + Bsinx)
ou A et Bétant deux réels.

Déterminons la solution g de I'équation différentielle y”— 4 y’ + 5y = Otelle que g(0) =
Oetg’(0)=1.

En effet une solution de I'équation différentielle y”— 4y’ + 5y = Oest y = e?** (Acosx +
Bsinx) ou A et Bétant deux réels.

Posons g(x) = e?* (Acosx + Bsinx) ot A et B étant deux réels.
Calculons g'(x) :
g'(x) = 2e** (Acosx + Bsinx) + e** (— Asinx + Bcosx).

g(0)=0= e%4

Puis résolvons le systeme d’'inconnues AetB: 4, 0 0
g'(0)=1=2e"’A+ e'B




On trouve A = 0 et B = 1; la fonction cherchée gest: g(x) = e**sinx.
Enoncé 10
Soit I'équation différentielle (E) : y” + 2y’ + y = cosx
a) Trouver deux reels A et B tels que la fonction 4 définie sur R par
h(x) = Acosx + Bsinx soit une solution de (E).
b) Soit g une solution de (E).
Montrons que g - 1= g4 est une solution de I’équation différentielle

(Eo) V' + 2y +y=0.
¢) Résoudre (Ep). En déduire une solution de (E).

Solution
Résolvons I'équation différentielle (E) : y” + 2y’ + y = cosx.
a) Trouvons deux réels A et B tels que la fonction A définie sur R par
h(x) = Acosx + Bsinxsoit une solution de (E).
En effet, 4'(x) = — Asinx + Bcosx et h”(x) = — Acosx — Bsinx.
hestsolution de (E) si et seulement si 2”(x) + 2h’(x) + h(x) = cosx c’est-a-dire
que
— Acosx — Bsinx + 2(— Asinx + Bcosx) + Acosx + Bsinx = cosx.

_ 1
2Bcosx — 2Asinx = cosx. Donc{ ZZB A_—10 = {
- = A

h(x) :% sinx.
b) Soit g une solution de (E).
Montrons que g - 1= g4 est une solution de I’équation différentielle
(Eo) -y’ + 2y’ +y=0.
Eneffet (g-h)' =g’ -h’et(g-h)"=g"-h".
Ainsi, g”"-h"+2¢g’'-2h’+g-h=g"+2¢g"+g-(h”+ 2h’ + h)= cosx - cosx = O(car
get hsont les solutions de (E) ).

g1 est une solution de I'équation différentielle (Ey) - y”+ 2y’ +y = 0.

Réciproquement, montrons que si g4 est une solution de I’équation différentielle
(Eo) -y’ + 2y’ +y =_0alors g= g1 + hestune solutionde (E) : y”+ 2y’ + y = cosx.
Eneffet (g1 +h)'=g1 +h’et (g1 +h)” =g+ h’et
(91 +h)"+2(91 +h)'+(@91+h)=91"+291"+91 +h"+2h'+ h’=cosx
C’est-a-dire que g1 ”+ 29, +9g, = 0.
g1 estalors solution de (Ey).

¢) Résolvons (E,) : I'’équation caractéristique de (Eg)est:72+2r+1 =0
c’est-a-dire (r+ 1)(r+ 1) =0.




r =—1.Une solution de (Ey) est de la forme : x+— e~ *(4 + Bx).

Une solution générale de (E) est de la forme: x+— e™*(4 + Bx) + %SI'IIX.

Exercices d’entrainement de la compétence de Base 2 du troisieme trimestre
Exercice 1

Soitu : R3 — R? définie pour tout x = (x4, X2, x3) € R3 par

ulx) = (x1 + x + x3,2x1 + x5, — X3)
1. Montrer que u est une application linéaire
2. Déterminer Ker(u)

Exercice 2

Soit f : R3 — R? définie par:

fx,yz)=(x+y+z—x+2y+22)

On appelle B = (e, €3, e3) la base canonique de R3 et B’ = (f4, f2) la base canonique
de R

1. Montrer que f est une application linéaire
2. Donner une base et la dimension de Ker(f) et une base et la dimension de Im(f)

Exercice 3
On considére 'application h : R*> — R? définie par :

h(x,y) = (x —y,3x + 2y)

1. Montrer que h est une application linéaire.

2. Montrer que h n’est ni injective , ni surjective

3. Donner une base de son noyau et une base de son image

Exercice 4

1. Justifier qu’il existe une unique application linéaire de : R? dans : R? telle que :
f(1,0,0)=(0,1),f(1,1,0) = (1,0)et f(1,1,1) = (1,1)
2. Exprimer f(x,y, z) et déterminer son noyau et son image

Exercice 5




Soitu; = (1,-1,2),u, = (1,1,—-1) etuz = (—1,-5,-7)
Soit E = Vect(uy,uy,u3) et soit F = {(x,y,z) e R3/x +y+z = 0}

Donner une base de E
Montrer que F est un sous-espace vectoriel de R3

w N

Donner une base de F
4. Donner une basede EN F

Exercice 6
Soitu; = (1,1,1),uy; = (2,-2,—-1) etuz = (1,1,—-1)
Soient E = {(x,y,z) € R3/y + z = 0} et F = Vect(uy,u,)

1. Montrer que E est un sous-espace vectoriel de R3. Déterminer une base de .

2. Lafamille (uq,u,,u3) est-elle libre ? Est-ce que uz € F?

3. Est-ceque uz; € E

4. Donner une basede E N F

5. Soituy = (—1,7,5) .Estce queuy € E?Est-cequeuy € F?
Exercice 7

1. Est-ce que le sous ensemble E = {(x,y) € R?/y = 2x} muni des lois habituelles
de I'espace vectoriel R? estun R — espace vectoriel ?

2. Est-ce que le sous-ensemble F = {(x,y,z) € R3/y? = 2x,z = 0} de R? muni
des lois habituelles de 'espace vectoriel R3 est un sous-espace vectoriel de R3 ?

Exercice 8
Soit E = Vect(a, b, c,d) un sous-espace vectoriel de R3

a= (21 _11 _1)1 b = (_11 2' 3)! c= (11 41 7)1 d = (1' 11 2)
1. Est-ce que (a, b, ¢, d) est une base de R3 ?

2. Montrer que (a, b) est une base de R3 ?
3. Déterminons une ou plusieurs équations caractérisant E

Exercice 9
Soienta = (2,—1,1,2),b = (2,—1,6,1)et c = (6,—3, 8, 5) trois vecteurs de R*
SoientE = {(x,y,z,t) ER*/-7x+z+5t=0etx+y=0}etF =Vect (a,b,c)

1. Montrer que E et F sont des sous-espaces vectoriels de R*
2. Donner une base de E et une base de F

Exercice 10
Soient

Pi=X3+X>+X+1,P,=X3+2X*+3X+4,P;=3X3+X*+4X+2 et
P, = 10X3 + 4X? + 13X + 7 quatre polynomes de R3[X]

La famille (P4, P,, P3, P4) est-elle libre ?




Exercice 11
Soit E 'ensemble des fonctions vérifiant I'équation différentielle y% + xy' — x?y = 0

Montrer que E est un sous-espace vectoriel de I'espace vectoriel des fonctions.

Exercice 12

Soit E un espace-vectoriel de dimension 3 et B = (e, e;, €3) une base de . On considére

1 0 2
f,'endomorphisme de E dont la matrice dans la base Best: M = (1 1 2)
1 2 1

Exercice 13

Montrer que H = {M = ( Z) ,a,b e (C} est un corps non-commutatif, appelé corps
des quaternions
Exercice 14

Soit: R3 — R3. Soit C la base canonique de R3.

1 1 0
Supposons que My ¢ = (—1 2 1 >
2 1 -1
1. Exprimer f par son expression algébrique.

-1\ /-1\ /0
2. Ecrire la matrice de f dansla base B = ( 1 ),( 1 ),(1)

Exercice 15

2 0
A= _(0 0 1
801tA—<_11 ;)etB—(z )

f:R? — R3 et g:R3 — R?, les applications linéaires canoniquement associées a ces
matrices.

Donner la matricede fo g et g o f ainsi que leurs expressions analytiques.
Exercice 16

Dans une maternité, on a relevé, pour chacune des vingt naissances d'une journée 'age x
de la mere et le poids y du nouveau né. Les résultats sont consignés dans le tableau ci-
dessous :

22

18 |20 |20 |1 |22 26|22 |18 (22|18 |26 |20 |26|18 |18 |22 |26 |22

20




3,2

281321(36|2,128 |3 [28|3 |3 |34/36|32|3 |3 [34|28|26]|3

3,2

1) Présenter ces données dans un tableau a double entrée.
2) Déterminer les séries marginales associées aux caractéres x et y.

3) Représenter par des points pondérés le nuage des points associés a cette série
double.

Exercice 17

Lors d'une enquéte portant sur 100 familles, on a relevé le nombre x d’enfants de
chaque famille et le nombre y de pieces de leur habitation.

Les résultats sont présentés dans le tableau a double entrée ci-dessous.

f 0 1 2 3 4 5 6 7 8
Xi
1 6 3 2 2 0 0 0 0 0
2 3 3 6 7 3 1 0 0 0
3 1 1 4 7 7 5 4 2 0
4 0 2 3 5 4 5 6 5 3

1) Représenter a I'aide de deux tableaux les séries marginales associées aux caracteres
xety.

2) Déterminer les moyennes arithmétiques respectives de ces séries marginales

3) Représenter par des points pondérés le nuage associé a cette série double ; placer son
point moyen.

Exercice 18

Soit la série statistique définie par :

x 3 4 5 8 10 13 14 15

y 35 40 35 65 65 85 90 105

1) Représenter le nuage de points.
2) Déterminer une équation de la droite (D) de régression de x en y. construire (D).
3) Calculer le coefficient de corrélation linéaire de la série statistique double.

Y’a-t-il une bonne corrélation linéaire ?




Exercice 19

Le tableau suivant donne le poids y en kg d'un nourrisson, x jours apreés sa naissance.

X; 5 7 10 14 18 22 26

yj 3,61 3,70 3,75 3,85 3,90 4,05 4,12

1) Représenter le nuage de points associé a cette série.

2) Déterminer une équation de la droite de régression de y en x et représenter cette
droite sur le graphique précédent.

3) Donner une estimation du poids du nourrisson 30 jours apres la naissance.
Exercice 20

On a noté, pour huit personnes, I'intensité du travail fourni (x;), exprimée en kilojoules
par minute, et la fréquence cardiaque (y;), c’est-a-dire le nombre de battements par
minute.

X; 9,6 12,8 18,4 31,2 36,8 47,2 49,6 56,8

Y 70 86 90 104 120 128 144 154

1) Représenter le nuage de points de cette série statistique double.

2) Dresser un tableau pour calculer les moyennes xet y et les écart-types dy et dy des
séries en x et en y, et la covariance cov (x,y) en x et y.

3) Déterminer les droites de régression et les tracer.

4) Estimer la fréquence cardiaque lorsque I'intensité du travail fourni est 65kj/mn.
Estimer l'intensité du travail fourni lorsque la fréquence cardiaque est de 100
battements par minute.

Exercices d’entrainement de la compétence de base 3 du troisiéme trimestre
Exercice 1

Dans I’espace & muni d'un repére orthonormal direct (O, 1] E), on donne les points
A(3; —2; 5),B(3; 2; 4),C(1; 3; 4).

Démontrer que les points A, B et C ne sont pas alignés et calculer I'aire du triangle ABC.

Exercice 2

L’espace € est rapporté a un repére orthonormal direct (O,T,' 7 E) On considere les trois
points A, B, C de coordonnées : A(—2; 1; 3), B(1; —1; 0), C(0; 0; —2).

1) Déterminer une équation du plan (ABC).




2) Calculer les coordonnées du point d’intersection de ce plan et de la droite passant
par l'origine du repére et dont un vecteur directeur estu, (1; —1; 1).

Exercice 3
L’espace € est rapporté a un repére orthonormal direct (0,?,’ 7 72),
Soit A, B, C les points tels que 04 = T°,0B = 7, ocC = k.
1) Dertminer I’ensemble des points M tels que :
| M4 A MB|| = | MB" A MC" |
2) Dertminer I'’ensemble des points M tels que :
|MA A MB|| = | MB" A MC”| = | MC A MA|.

Exercice 4

Dans I’espace & muni d'un repere orthonormé direct (0, T ] E), on donne les points
1 1

A (5; 0; 0), B (5; 0; 0) et £(0; 1; 0).

1) Soit M(x; y; z) un point de I'espace.

Calculer les coordonnées du vecteur MA A MB .

Determiner le point M, tel que M, A A M,B = M,F .

2) Determiner I'ensemble des points M du plan (O,ﬁ E) tels que :

|MA A MB|| = || MF]||.

En interprétant ||MA A MB || comme une aire, monter que ces points M sont a égale
distance du point F et de la droite (AB). En déduire une solution géométrique.

3) Résoudre les mémes questions qu’en 2) en remplacant le plan (O,f, E) par le plan
0,1 ).

EVALUATION

Exercice 1

1) a) Résoudre sur R 1'équation différentielle (E) : y” =e™ 3,

a) Déterminer la solution de (E) vérifiant y(0) = % et y'(0)=

wlun

b) Résoudre sur R I’équation différentielle 2y’ - 5y = Otelle que y(—2) =1.
¢) Résoudre sur R 1’équation différentielle y” + 716y = 0.
d) Résoudre sur R I'équation différentielle y”—4y’+ 5y =0

2) Le plan est muni d'un repere (0O, I, ]).




résoudre sur R I'équation différentielle (E) : y”- 3y’ + 2y = 0.
Quelle est la solution de (E) dont la courbe représentative admet au point d’abscisse

0 la méme tangente que la courbe représentative de la fonction x+— e3%?

Exercice 2

Le tableau suivant donne la tension artérielle moyenne y en fonction de 1'dge x d’'une

population.
Age x; 36 42 48 54 60 66
Tensiony; | 11,8 14 12,6 15 15,5 15,1

1) Représenter le nuage de points associé a cette série.

2) Déterminer une équation de la droite de régression de y en x et une équation de la

droite de régression de x en y. tracer ces deux droites.

3) Calculer le coefficient de corrélation linéaire de cette série.

4) Une personne de 70 ans a une tension artérielle de 16,2. Cela vous parait-il normal ?

Exercice 3

Soitu : R3 — R? définie pour tout x = (x4, x2, x3) € R3 par

u(x) = (x1 + x3 + x3,2x1 + x5, — X3)

1) Montrer que u est une application linéaire
2) Déterminer Ker(u)




Difficultés rencontrées liées a la résolution de I'exercice :

Evaluation de la compétence

ii&&,’l
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